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PAPEES. 


I.   Théorie  analytique  des  mouvements  des  Satellites  de  Jupiter. 
Par  M.   SouiLLART,  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille. 


Je  me  propose,  dans  ce  Mémoire,  de  traiter  par  la  méthode  de  la  variation 
des  constantes  la  théorie  analytique  des  Satellites  de  Jupiter,  J'ai  publié 
déjà  un  Essai  à  ce  sujet  dans  les  Annales  Scientijiques  de  V Ecole  Normale 
Supérieure  (t.  IT,  i^''®  série):  de  nouvelles  réflexions  et  une  étude  plus  appro- 
fondie de  la  théorie  de  Laplace  {Mécanique  Céleste,  livre  VIII,  et  aussi 
Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  1788  et  pour  1789)  m'ont 
amené  successivement  à  corriger,  modifier  et  compléter  ce  premier  travail. 

Je  présente  ici,  coordonnées  dans  une  rédaction  d'ensemble,  toutes  mes 
recherches  sur  cette  question,  dans  le  but  d'offrir  aux  astronomes  une  théorie 
analytique  complète  des  mouvements  de  ces  satellites,  pouvant  servir  de  base 
à  une  nouvelle  détermination  des  éléments  et  à  la  construction  de  nouvelles 
tables. 

Cette  théorie  est,  en  quelque  sorte,  parallèle  à  celle  de  Laplace,  et  elle 
n'en  diffère  guère  en  réalité  que  par  suite  de  la  différence  des  méthodes  fon- 
damentales :  c'est  qu'en  effet,  comme  l'a  dit  M.  Leverkier  dans  sa  théorie 
de  Mercure,  '  plus  on  examine  avec  soin  la  forme  des  résultats  auxquels 
Laplace  s'est  arrêté,  et  plus  on  reconnaît  la  nécessité  de  s'y  astreindre.' 

On  sait  que  Laplace  est  parfois  trop  sobre  d'explications  :  cet  incon- 
vénient se  fait  sentir  en  particulier  dans  les  n°'  9  et  1 7  de  sa  théorie  des 
satellites,  et  les  notes  de  Bowditch  n'apportent  ici  aucune  lumière  sur  le 
point  à  éclaicir.     La  justification  de  ces  passages  résultera  implicitement  des 
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jf'  31  et  50  du  présent  Mémoire,  lequel  pourra  ainsi,  relativement  à  ces 
deux  points  et  à  quelques  autres,  servir  indirectement  de  commentaire  à  la 
Mécanique  Céleste. 

Je  signalerai  encore,  à  ce  dernier  point  de  vue,  la  note  que  l'on  trouvera 
au  bas  de  la  page  14,  et  dont  l'objet  est  d'établir  l'équivalence  du  mode 
d'intégration  adopté  par  Laplace  et  de  celui  que  j'ai  employé.  Grâce  à 
cette  modification  de  la  méthode  ordinaire,  on  obtient  implicitement  dès  la 
première  approximation,  dans  les  inégalités  du  rayon  vecteur  et  de  la  longi- 
tude, outre  les  termes  qui  sont  du  premier  ordre  par  rapport  à  la  force  pertur- 
batrice, les  plus  importants  de  ceux  qui  en  contiennent  le  carré.  Laplace 
a  regardé  comme  négligeables  les  termes  d'ordres  supérieurs  au  premier 
qui  subsistent:  on  verra  au  contraire  (n°^  37  et  suivants)  qu'il  en  est  de 
très-sensibles,  qui  modifient  notablement  les  coefficients  des  grandes  iné- 
galités des  trois  premiers  satellites.* 

Ce  dernier  point  excepté,  avec  quelques  autres,  moins  importants,  que 
j'ai  soin  de  signaler,  il  y  a  accord  complet  entre  les  deux  théories. 


CHAPITRE   I. 

DÉVELOPPEMENT    DES    DIVERSES    FONCTIONS    PERTURBATRICES. 

I.  Lorsqu'on  veut  déterminer  les  mouvements  des  satellites  de  Jupiter 
autour  de  leur  planète,  il  n'est  pas  permis  de  confondre  les  attractions 
exercées  par  cet  astre  avec  celles  d'un  point  de  même  masse  placé  en  son 
centre  de  gravité  :  car,  d'une  part,  les  dimensions  de  Jupiter  sont  comparables 
aux  distances  qui  le  séparent  de  ses  satellites,  et,  d'autre  part,  l'aplatissement 
de  son  globe  est  environ  y^.     Le  potentiel  de  l'attraction  de  Jupiter  sur  un 

satellite  ne  pourra  donc  pas  être  confondu  avec  la  quantité  •-— ,  /  désignant 

l'attraction  mutuelle  de  deux  unités   de  masse  à  l'unité  de  distance,  M  la 
masse  de  Jupiter  et  r  la  distance  du  centre  de  gravité  du  satellite  à  celui  de 

*  En  raison  de  l'importance  de  ces  termes  complémentaires,  il  m'a  paru  utile  de  les 
retrouver  par  la  méthode  même  de  Laplace  :  c'est  ce  que  j'ai  fait,  en  me  bornant  au  carré  de 
la  force  perturbatrice,  dans  une  Note  publiée  au  tome  93  des  AstronomiscJte  Nachrichten. 
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la  planète.  Si  l'on  désigne  par  d  la  déclinaison  du  satellite  par  rapport  à 
l'équateur  de  Jupiter^  et  par  J  une  constante  (égale  au  produit  de  la  masse 
de  Jupiter  par  le  carré  de  son  rayon  équatorial  et  par  l'excès  de  son  apla- 
tissement sur  la  moitié  du  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  le 
long  de  son  équateur),  ce  potentiel  pourra  être  représenté  par  l'expression 

^—  +/V,  en  posant  \  = -J^\  —  &m^d).    Cette  formule  a  été  obtenue  par  Laplace, 

comme  conséquence  de  sa  théorie  des  attractions  des  sph  roïdes  (v.  Mécanique 
Céleste,  livre  III  ;  v.  aussi  Resal,  Traité  de  Mécanique  Céleste,  p.  226). 

Le  mouvement  du  satellite  ne  se  ferait  donc  pas  suivant  les  lois  de 
Kepler,  quand  même  il  serait  seul  en  présence  de  sa  planète  :  pour  lui  trouver 
un  mouvement  elliptique,  il  faut  encore  négliger  l'influence  de  la  figure  de 
Jupiter,  et  par  suite,  pour  obtenir  son  mouvement  troublé,  on  devra  ajouter 
la  correction  d'aplatissement  V  aux  autres  fonctions  perturbatrices  partielles. 

Les  astres  perturbateurs  dont  l'influence  sera  sensible  sont  le  Soleil, 
à  cause  de  sa  masse,  et  les  trois  satellites  autres  que  celui  dont  il  s'agit,  à 
cause  de  leur  proximité  :  la  fonction  perturbatrice  totale  sera  donc,  pour 
chaque  satellite,  composée  de  cinq  parties  se  rapportant  respectivement  aux 
actions  des  trois  autres  satellites,  à  l'action  du  Soleil,  et  à  l'aplatissement  de 
Jupiter. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  désignerons  par  des  lettres  sans  accent  les  quan- 
tités qui  se  rapportent  au  premier  satellite,  et  par  les  mêmes  lettres  affectées 
de  I,  2,  3  accents  les  quantités  analogues  relatives  au  2",  au  3^  et  au  4^  ;  les 
mêmes  quantités  relatives  au  soleil  seront  représentées  par  les  grandes  lettres 
correspondantes.  Par  exemple,  les  masses  des  satellites  et  celles  du  soleil 
seront  représentées  par  les  lettres  m,  m',  m",  m'" ,  Jl,  respectivement. 
Appelons  r  et  /  les  rayons  vecteurs  menés  du  centre  de  Jupiter  aux  centres 
de  gravité  du  premier  et  du  second  satellite,  et  s  le  cosinus  de  l'angle  compris 
entre  ces  rayons,  et  posons,  suivant  les  notations  employées  dans  les  Annales 
de  V  Observatoire  de  Paris, 

désignons  de  même  par  R(o,2)j  1^(0,3»  I^(o,j)  les  fonctions  analogues  qu'on  obtient 
en  remplaçant  dans   R(o,i)  les  quantités  relatives  au  second  satellite,  par  les 
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quantités  relatives  au  troisième,  au  quatrième  ou  au  Soleil.  La  fonction 
perturbatrice  û  qu'il  faut  considérer  pour  le  premier  satellite  sera 

On  aura  pareillement  pour  le  second  satellite 

a'  =/^)iRa,o)  +/»^"R(..2)  +.M'"R(i,3)  ^fjma,,  +/V', 
en  posant 

R(i,u)  =  ('''^  +  r2 -  2r'rsY^—'^,  etc. 

Pour  développer  ces  diverses  fonctions,  nous  rapporterons  les  mouvements  à 
un  plan  fixe  passant  par  le  centre  de  gravité  de  Jupiter  ;  ce  plan  fixe  sera 
arbitraire  :  nous  le  supposerons  seulement  assez  voisin  de  l'orbite  de  la 
planète,  comme  serait,  par  exemple,  le  plan  dans  lequel  se  trouvait  cette 
orbite  à  une  époque  déterminée.  Dans  ces  divers  développements,  nous 
conserverons  les  inclinaisons  des  orbites  sur  le  plan  fixe,  au  lieu  d'y  intro- 
duire leurs  inclinaisons  mutuelles. 

2.  On  trouve  dans  le  tome  I  des  Annales  de  V Observatoire  (p.  268  et  272) 
le  tableau  des  termes  dont  se  composent  les  fonctions  R(o,i)  et  R(i,o),  borné  au 
second  degré  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  ;  mais  comme 
il  entre  dans  ces  développements  l'inclinaison  relative  des  orbites  au  lieu  de 
leurs  inclinaisons  sur  le  plan  fixe,  nous  n'en  pourrons  déduire  que  les  termes 
indépendants  des  inclinaisons.  Quant  aux  termes  qui  en  dépendent,  le  calcul 
en  est  assez  court,  et  on  pourrait,  du  reste,  les  obtenir  au  moyen  des  formules 
données  par  M.  Leverrier  dans  la  Connaissance  des  Temps  pour  1844. 

Désignons,  suivant  l'usage,  par  a,  e,  e,  tn-,  (^,  0^  les  éléments  elliptiques  et 
par  l  la  longitude  moyenne  ;  posons  de  plus,  comme  dans  les  Annales  de 
V  Observatoire, 


(a2  +  a'2  -  2aa'  cos  /3)  ~ -  =  -  2A"''  cos  ift, 
2 

aa'{a?  +  a'^  —  2aa'  cos /3)  ~'=  ~  SB*''^  cos  ift^ 


2 


le  signe  %  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  de  z,  positives,  nuUe  et 
négatives  ;  et  enfin 
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1.2.3 P        (IC'^ 

La  valeur  de  R(o,i),  bornée  aux  secondes  puissances  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons, sera  donnée  par  les  deux  formules  suivantes  : 


Première  Partie. 

+  ^[(2i2  +  i)A«-A/''-A2''^]  COS  [(i+l)^'-(,>i)Z_^'  +  ^] 

_£(2ïA(^-)  +  Ai<'^)  COS  \jil'-{i-i)l~t^'] 

+  -[(2^•+I)A«  +  Al«]cos[(^+I)^'-^7-^'] 

+  |'[(4^'-50A''■^+(4';-2)Al«+2A2^'•^]cos[^r-(^•-2)^-2^] 

_^[(2i2  +  ï)A*'H(2i+l)Ai<''  +  A2^''^]cOS[(i+l)Z'-(i-l)?-^'-'Zzr] 
g'2 

+  g-[(4*^  +  9*"  +  4)A"+(4*  +  6)Ai^''+2A2^'']  COS  [(i'+2)Z'— i7-2^'] 

+  iB('-l)|  -(02  +  ^/2-)  COS  (il'-{l)  +  2<pf  COS  (il'-il-d'  +  6) 


+  f  COS  [tT-('i-2)Z-29]  +  0'2  cog  [-ir-('i— 2)Z-  29'] 

-2(t>(j)'  COS  [ii'-(i-2)i-e'-e']\, 

expression  dans  laquelle  la  lettre  i  doit  recevoir  toutes  les  valeurs  entières, 
positives,  nulle  et  négatives. 
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Deuxième  Partie. 

^'!1  =  ^\( -x+t±^\  cos(/'-0-ee'cos(2r-2/-^'  +  ^) 
r'2       a'-[\  2      J 

+  âe  cos  (V  —  'oj) e  cos  {V  —  2l-{-'m)  —  2e'  cos  {2I'  —  I  —  'st') 

2  2 

2  p/2 

— -  COS  (J'  +  l—2'm)-^-    C0s(r  +  ?-2'n7')  +  3ee'C0S  (2/'-T0-'  — ■ûj) 

8  8 

-^e2cos(Z'-3?+2^)-^e'2cos(3//-Z-2-c7')| 
8  8  ' 

_i    _^|_(<^2^_^/2)  cos  (//_7)  +  20f  COS  {V-l-d'  +  e) 

+  fC0s{l'  +  l-2B)+(p'^  COS  (l'  +  l-2d')-2(p(p' cosQ' +  l-6'-6)\. 

Au  même  degré  d'approximation,  la  valeur  de  R(i,o)  s'obtiendra  en  prenant 
la  première  partie  de  R(o.i)  sans  aucun  changement,  et  en  permutant,  dans  la 
seconde  partie,  les  éléments  des  deux  premiers  satellites. 

Les  expressions  de  R(o,2)i  R(o,3)  s'obtiendront  en  remplaçant  dans  R(o,i),  tant 
implicitement  qu'explicitement,  les  éléments  du  second  satellite  par  ceux  du 
troisième  et  du  quatrième;  et  ainsi  de  suite. 

Nous  aurons  aussi  à  considérer,  dans  ce  qui  suit,  certains  termes  des 
fonctions  perturbatrices,  qui  sont  du  troisième  degré  par  rapport  aux  excen- 
tricités :  nous  les  emprunterons  au  développement  donné  par  M.  Leverrier 
au  tome  I  des  Annales  de  l'Observatoire  (p.  275). 

3.  Pour  les  fonctions  R(o,,,),  R(i,,),  •  .  .  ,  qui  proviennent  de  l'action  du 
Soleil,  nous  emploierons  un  autre  mode  de  développement,  celui  dont  on  fait 
usao-e  dans  la  théorie  de  la  Lune.  Développons,  par  la  formule  de  Newton, 
le  second  membre  de  l'expression 

en  négligeant,  à  l'exemple  de  Larlace,  la  troisième  puissance  du  rapport  ^ 

(même   pour   le    quatrième    satellite,    ce    rapport    n'atteint  pas  — V        La 
fonction  R^o,,)  se  réduira  aux  deux  termes 
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dont  le  premier  nous  sera  inutile,  parce  qu'il  ne  contient  que  les  éléments  du 
Soleil.     On  aura  donc  simplement 

Si  l'on  remplace,  dans  cette  expression,  les  quantités  &P  01  par  leurs  val  eurs 
en  fonction  des  éléments  du  satellite  m  et  du  Soleil,  il  vient,  en  se  bornant 
toujours  aux  secondes  puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  le 
développement  suivant,  que  nous  empruntons  à  un  "  Mémoire  de  M.  Puiseux 
sur  les  principales  inégalités  du  mouvement  de  la  Lune  "  {Annales  Scientifiques 
de  V Ecole  Normale  Supérieure^  t.  I,  i^^*"  série,  p.  49)  : — 


+  3^«cosU^-n)+^e^cos(3^^-2Z-n)-3,<?cos(J'-2Z+n) 

40  o 

—  ecos(Z  — ■cT)+^e  cos  (2  J,'  — 3/  l-tr)— -^e  cos  (^2_£  —  l  —  -m) 
2  4  ^  4  ^ 

+  1  {é^  +  <^~^{P  +  e^)  cos  (2j;-20 
o  o 

+  2(f2cos(2j?-2n)+4^(^2cos(4j'-2Z-2n) 
O  o 

+  ^e2(.Qs^2_J'— 2'C7)— ^e^cos  (2^  — 2cr)+>^e2  cos  (2^  — 4Z+2'S7) 


63 

+|e^cos(J'-Z  +  n-'z^)-3e|'cos(J'-Z-n  +  ^)+^eJ'cos(3J,'-3Z-n  +  ^) 


-^e|'cos(J'+Z-n-'z^)-^e,^cos(J^-3/  +  n  +  c^)-^e^  cos  (3Jj'-Z-n-^) 
40  " 


—  ^((^H<I>^)+^0*COs(e-0)-3(02_(.,j,2)cos(2j'-2?)  +  304>COS(2j'-2Z-O  +  f>) 

848  4 

8  •  8  4 

+  1*- cos  (27-26) +  ^(/;2  cos  (2/- 2fO-^V*  cos  (2^-0- (Ol- 

8  8  4  J 

On  obtiendrait   R(i_,)  en   remplaçant  les  éléments   du  premier   satellite   par 
ceux  du  second  ;  et  ainsi  de  suite. 
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4.  Il  nous  reste  à  développer  la  fonction  Y  =  -J^^  —  sin^c?).      Désignons 

par  &>  l'inclinaison  de  l'équateur  de  Jupiter  sur  le  plan  fixe,  par  360°— t/f  la 
longitude  de  son  nœud  descendant,  par  v  la  longitude  vraie  du  satellite  ???-, 
et  par  .r,  y,  z  ses  coordonnées  rectangulaires.  Les  cosinus  directeurs  de  l'axe 
de  rotation  de  Jupiter  sont  respectivement 

sin  w  sin  J/,  sin  w  cos  \//,  cos  w  ; 

ceux  de  la  droite  qui  joint  le  centre  de  Jupiter  au  centre  du  satellite  sont 

X     y     z  ^ 
y      y      j- 

on  aura  donc 

7      a;  sin  w  sin  ^  +  ■2/  sin  w  cos  \//  +  z  cos  w 

sm  f/^  — ^     ^ ^^—^ . 

r 

Les  angles  ^  et  w  sont  très-petits  ;  si  l'on  prend 

-  =  cos  r,    '  =  sin  r,    -  =.  (h  sin  (v  — 0),     sin  w  ^  w,    cos  w  =:  i, 
r  r  r 

on  aura,  en  ne  négligeant  que  des  termes  du  troisième  degré  au  moins  en 
^  et  eu,  l'expression  simple 

sin  d  =  (p  sin  (r  —  6)  +  m  sin  ( >'  +  i//). 

Portant  cette  valeur  dans  V,  mettant  pour  r  et  l' leurs  expressions  en  fonction 
des  éléments  du  satellite,  et  se  bornant  aux  secondes  puissances  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons,  on  obtient  le  développement  : 

V=  —  -4-e cos  (Z— 'Er)+  e^  +  '  e^  cos  (2/— 2'jd-) 
a^\_2,  2    2 

^2 w^  — éw  cos  (O-fJ-) 

2    2 

-f-  (/;2  cos  (2Z— 29)+-^  w2  (jQg  (2Z+2-^)+^jW  cos  (2Z— 0  +  vl/)  . 
2  2  J 


Nous  aurons  aussi  à  considérer  les  termes  de  V  qui   sont  du  troisième 
é  par  rapport  à  l'excentricité  :  ils  ne  peuven 
et  celui-ci  donnera,  pour  les  termes  en  question, 


degré  par  rapport  à  l'excentricité  :  ils  ne  peuvent  provenir  que  du  terme  ^  -3 
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73  |e'cos  (l— 'm') -\-^  é^  cos  (3^—3'®")   . 

Les  fonctions  V,  V",  V"'  s'obtiendront  en  remplaçant  dans  V  les  éléments 
du  satellite  m  par  ceux  des  satellites  m'^  m"^  m'". 

5.  Nous  allons  réunir  ici  dans  un  même  tableau  les  valeurs  numériques 
approchées  des  diverses  quantités  dont  l'ordre  de  grandeur  est  à  considérer, 
en  les  empruntant  soit  à  V Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes^  soit  à  la 
Mécanique  Céleste. 

Si  l'on  prend  pour  unités  de  temps,  de  masse  et  de  distance^  le  jour  solaire 
moyen^  la  masse  de  Jupiter  et  le  rayon  de  son  équateur,  et  si  l'on  exprime  en 
PARTIES  DU  RAYON  Us  moyens  mouvements  et  les  inclinaiso7is,  on  aura, 

liasses  : 

în  =  0,000017,  î'^' =  0,000023,  7)1'' =  o,ooooS8,  îu'"  =  0,000043,   .-/7=io5o. 

Valeur  de  la  constante  J  : 

J  =  0.0219013. 
Moyennes  distances  : 

a  =  6,049,  «'  =  9,623,  a"  =  15,350,  a'"  =  26,998,  J=  10850. 

Excentricités  : 
e  et  e'  sont  insensibles, 

e"  =  0,001342,  e'"  =  0,007277,  ^  =  0,0482388. 

Moyens  mouvements  diurnes  : 

«  =  3,551548,  "'  =  1,769323,  ^i"  =  0,8782082,  «'"  =  0,3764876,  ^=0,00145022. 

Inclinaisons  (le  plan  fixe  étant  l'orbite  de  Jupiter  en  1750)  : 

1>  =  0,05392,  f  =  0,05363,  (j>"  =  0,05249,  <j,"'  =  0,04682,   w  =  0,05394. 

Si  l'on  compare  les  valeurs  des  moyens  mouvements,  on  voit  que  n  est 
à  peu  près  double  de  n\  et  n'  de  même  à  peu  près  double  de  n"  :  les  deux 
différences 

n  —  2n'  =  0,012902,  11'  —  211"  =  0,012906 
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sont  très-petites  par  rapport  aux  quantités  n^  n\  n"  ;  de  plus  ces  deux  dif- 
férences peuvent  être  regardées  comme  égales,  en  sorte  que  les  moyens 
mouvements  des  trois  premiers  satellites  sont  liés  par  la  relation,  soit  rigou- 
reuse, soit  très-approchée 

n—T^n'  +  211"  =■  o. 

Il  résulte  de  la  première  remarque  que  l'on  devra,  dans  la  recherche  des 
inégalités,  accorder  une  attention  particulière  aux  termes  dont  l'argument 
sera  l'un  des  angles  2I' —l^  2I"  —  l'  ou  de  leurs  multiples,  parce  que  l'intégration 
y  introduira  de  petits  diviseurs  ;  peut-être  faudra-t-il  considérer  aussi  l'argu- 
ment 4/"  —  Z,  bien  qu'il  ne  puisse  entrer  que  dans  des  termes  du  3^  degré  au  moins 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons.  Il  y  aura  lieu  d'examiner 
aussi  d'une  manière  spéciale,  d'une  part  les  termes  dépendants  de  JS  ou  de  ses 
multiples,  à  cause  de  la  petitesse  relative  de  of,  et  d'autre  part  les  termes 
provenant  de  V,  parce  qu'ils  contiennent  au  lieu  d'une  masse  le  nombre  J  qui 
est  environ  1000  fois  plus  grand.  Quant  aux  termes  d'argument  l—^l'+2l'\ 
ils  n'apparaîtront  qu'à  la  seconde  approximation,  et  nous  les  examinerons  au 
Chapitre  IV. 


CHAPITRE   IL 

Inégalités  des  Rayons  Yecteues  et  des  Longitudes  des  Satellites, 
indépendantes  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

6.  Dans  le  mouvement  elliptique,  le  rayon  vecteur  et  la  longitude  vraie, 
laquelle  ne  se  distingue  pas  de  la  longitude  jovicentrique  tant  que  l'on  ne 
conserve  pas  les  carrés  des  inclinaisons,  s'obtiennent  par  les  formules  : 


(r  =  a\  i—e  cos  (?  — •cr)+    e^  —  ^  e^  cos(2Z— 2-57) +3  e3[cos  (7— ■ra-)— 003(3^- S'Zîr)]-!-.  .  .  .  [. 
i)J  22  8  J 

,'  =  1+26  sin(Z  — 'Z5-)4-^  ^2  8111(27  —  2-37)—  ''     sin  (/  — «7)  — ^-^  sm(^l  —  ;^'m)  \  + 

4  4L  3  J 


Leurs  perturbations  du  premier  ordre  par  rapport  aux  masses  se  déduiront 
donc  de  celles  des  éléments  par  les  formules  : 


(2)J 
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/c/'  =  ca  —  a[ce  cos  (Z  — -ro-)  -j-ecw  sin  (l  —  '^)'\ 

êv  =  cl  +  2\_ce  sin  (Z  — ■cj)  — eS-ro-  cos  (Z  — -zjt)] 

+  ^e[ce  sin  (2Z— 2'îd-)  — ec'w  cos  (2Z  — 2'ro-)]  +  2ecZ  cos  (Z— -sr)  + 


Mais  si  l'on  veut  obtenir  seulement  celles  de  ces  perturbations  qui  ne 
dépendent  ni  des  excentricités  ni  des  inclinaisons,  il  suffira  de  prendre  les 
formules  : 

,  ^i^^r  =  ca  —  a[ce  cos  (Z  — •57)  +  ec'Zîr  sin  (Z  — ■w)], 
(Sy  =:  cïZ  +  2[^e  sin  (Z  — ■ro-)— ec'zn-  cos  (Z  — ■n^)], 

et  d'y  substituer  les  parties  de  Sa,  8/,  Se?,  eSzj  qui  en  sont  elles-mêmes  indé- 
pendantes. Les  valeurs  convenables  de  Sa  et  SI  résulteront  des  termes  de  la 
fonction  perturbatrice  qui  sout  indépendants  des  mêmes  quantités  ;  celles  de 
Se  et  eSzs'  s'obtiendront  en  y  prenant  les  termes  du  i^'  degré  par  rapport  aux 
excentricités. 


I.  Inégalités  des  grands  axes  et  des  longitudes  moyennes. 

7.  Les  variations  du  grand  axe  de  l'orbite  du  satellite  m  sont  données 
par  la  formule 

da 2^   (Kl  ^ 

dt        lia    de 

celles  de  la  longitude  moyenne  l^p  +  e,  quand  on  néglige  à  la  fois  les  excen- 
tricités et  les  inclinaisons,  le  sont  par  les  formules 

d'p__S^   d^       de 2^  d^ 

dt^~~     a^    (Ze'      dt  na   da 

Considérons,  en    premier  lieu,  dans  iî  la  partie  //?/R(o,i)  clue  à  l'action  du 
satellite  m'  :  nous  devrons  prendre 

R,H)  =  -A<«  cos  (W  -  il)  -4.  cos  (l'-l). 
2  a  ' 

Les  expressions  de  R(o,2)  et  R(o,3)  se  déduiront  de  la  précédente,  en  y  mettant 
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les  éléments  de  rn!'  et  m'"  au  lieu  des  éléments  de  m'.    Nous  aurons  à  prendre 
ensuite 


1^(0,  «1  — 


Cela  posé,  en  désignant  par  /x  la  quantité  i  +  ttz,  éliminant  la  constante  /  au 
moyen  de  la  relation  f^—r^a^^  puis  intégrant  les  expressions  différentielles 
qui  résultent  de  la  substitution  des  diverses  parties  de  ^,  nous  obtiendrons 
pour  le  premier  satellite  les  inégalités  : 


(4)^ 


(la m'      n 

a        fj.    n  —  n' 


faA^'^  cos  (iV-il)-2  "l  cos  (/'-Ol 
L  «■  J 


+ 


3  Jl  a^  !L 


cos  {2J-2I); 


2   /.    J^n-Jf 

êp=^'±  Y-^Vr'  «A^'^sin  (il' -il) -2^^  sin  (r-Bl 
2    fx     \n  —  n'J   [J,  a^  J 


+ 


9JI 


7  2^(^0    ^-(^=^-^^)^ 
g£  =  1^'      '^       fl  aA/''  sin  (il'-iî)-2  ^,  sin  (Z'-hI 


Va>      fj.    ^^      fx  J 

Dans  ces  formules,  il  faut  joindre  aux  termes  qui  contiennent  le  facteur  m'y 
les  termes  analogues  dus  à  l'action  des  deux  autres  satellites  perturbateurs. 
La  lettre  i  doit  d'ailleurs  recevoir   toutes   les  valeurs  entières  positives  et 

négatives,  exceiM  la  valeur  i=o,  qui  ne  donne  rien  dans  ~  et  ^,  et  à  laquelle 
on  a  eu  éo^ard  dans  ^. 

°  dt 

Les  formules  relatives  aux  autres  satellites  se  déduiront  des  précédentes 
par  des  échanges  convenables  d'éléments.  Pour  obtenir,  par  exemple,  dans 
les  inégalités  du  second  les  termes  dus  à  l'action  du  premier,  on  prendra  dans 
les  expressions  précédentes  les  termes  qui  contiennent  le  facteur  m\  et  on  y 
permutera  les  éléments  du  premier  et  du  second  :  ce  qui  laissera  invariables 
les  quantités  A^'^,  mais  changera  A/'^  et  A/**^  respectivement  en  —  A^'^  — A/'^  et 
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II.  Inégalités  des  excentricités  et  des  longitudes  des  périjoves. 

8,  Ne  voulant  obtenir  que  les  termes  indépendants  des  excentricités  et 
des  inclinaisons,  nous  réduirons  les  valeurs  générales  de  -^^  et  ^  aux  suivantes 

°  M  dt 

de II  d^       d'or T      I  cZîî 

dt  7ia^  6  d-m  '      dt      na^  e    de 

et  la  fonction  i2  à  ses  termes  du  premier    degré    relativement  aux  excen- 
tricités.    Nous  prendrons  en  conséquence  : 

'         2 

+-   -^ecos(?'  — -Jc-) ~-ecofi(  —  l'  +  2l  —  'S7); 

/y     ri^  ^  ^     n'  ^ 


2  a 


-"'(.0^)  — 


—     —  e  cos  (?  — TO-)  — °e  cos  (2_^  — Z— •ro-) +^  e  cos  (  — 2_^+ 3Z  — 'et)    ; 
Ji\.     24  4  J 


V  ^  — e  cos  (Z  — ■ar). 

a* 

Nous  obtiendrons  ainsi  pour  ~,  e~  des  expressions  de  la  forme 

(a)     ^=-SC  sin  (rf+/-.^),     e'^  =  se  cos  (c^+/-^), 

C  désignant  un  coefficient  qui  dépend  des  masses  (ou  de  J)  et  des  moyennes 
distances,  c  un  coefficient  fonction  des  moyens  mouvements,  et  /  la  même 
fonction  des  longitudes  de  l'époque. 

Dans  la  méthode  de  la  variation  des  constantes.,  on  intègre  ces  équations 
en  regardant  aux  seconds  membres  les  quantités  C,  c,  /,  tn-  comme  invariables^ 
ce  qui  donne 

(&)     ^e  =  s  -  cos  {ct+f-'uj),     eo^  =  S  -  sin  {d+f-T^)  ; 

C  0 

mais  ces  formules  seraient  ici  trop  peu  approchées,  car  l'observation  constate 
un  déplacement  assez  rapide  des  périjoves.  Afin  d'avoir  quelque  égard  aux 
variations  des  angles  ût,  en-',  .  .  .  ,  nous  emploierons  le  procédé  indiqué  par 
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Poisson  pour  le  cas  analogue  de  la  théorie  de  la  Lune  :  nous  supposerons  ces 
variations  proportionnelles  au  temps,  et  nous  poserons,  en  conséquence,  dans 
les  seconds  membres 

Les  quantités  a,  a',  ...  ,  seront  les  parties  non  périodiques  des  valeurs  de 
~,  -!J- ,  .  .  .  ,  dont   on    trouvera  plus  loin    (n°   i6)  les  expressions,  et  qui 

seront  alors  désignées  par  les  notations  j  o  j,  |  1 1,  etc.  Si  l'on  adopte  les  unités 
indiquées  plus  haut  (n°  5),  on  aura  approximativement,  en  faisant  usage 
des  données  numériques  de  la  Mécanique  Céleste, 

a  =  0,002452,  a'  =  0,0005732,  a"  =  0,000I220,  a'"  =  0,0000351  ; 

le  premier  de  ces  nombres  est,  comme  on  le  voit,  environ  ^d\mombren—2n\ 

Pour  effectuer  l'intégration  des  équations  («),  nous  remplacerons  l'argument 
ct—zj  par  (c— a)  t—zj^,  ce  qui  introduira  le  dénominateur  c—a  au  lieu  de  c,  et 
nous  remettrons  ensuite  ct—777',  nous  aurons  ainsi 

C  C 

(c)     ce  =  2 ces  (ct+f—'m),     e^cm  =  2 sin  {ct  +  f—'vj). 

c  —  a  C  —  a 

Cette  modification  de  la  méthode  générale  n'a  donc  d'autre  effet  que 
de  changer  légèrement  les  dénominateurs  introduits  par  l'intégration  ;  mais 
ce  changement,  insignifiant  dans  la  plupart  des  termes,  acquiert  de  l'impor- 
tance dans  ceux  où  le  nombre  c  est  comparable  au  nombre  a,  comme  cela 
arrive  pour  les  termes  d'argument  2I'  —  l. 

On  observera  que  ce  mode  d'intégration  équivaut  à  celui  qu'a  suivi 
Laplace  {Méc.  Céleste^  liv.  VIII,  n°  3)  :  car  la  quantité  a  est  précisément 
égale  à  la  différence  qui  existe  entre  n  et  la  quantité  qu'il  désigne  par  N.* 

*  L'égalité  des  quantités  a  et  n  —  'R  peut  se  constater  au  moyen  de  leurs  expressions; 
mais  on  peut  aussi  l'établir  à  priori. 

Laplace  détermine  les  inégalités  du  rayon  vecteur  par  une  équation  qu'il  met  sous  la 
forme 

o  =— ^  +N2  ^J  +A  +  SB  cos  (ht  +  ft). 
A  cause  de  la  petitesse  de  l'excentricité,  qui  permet  de  négliger  e^,  il  déduit  de  cette 


des  mouvements  des  Satellites  de  Jupiter.  i^ 

Ce  procédé  ne  tient  d'ailleurs  qu'un  compte  assez  sommaire  des  varia- 
tions des  éléments  :  on  suppose,  en  effet,  le  déplacement  du  périjove  pro- 
portionnel au  temps,  et  on  n'a  aucun  égard,  dans  la  deuxième  équation  (a), 
aux  variations  de  l'excentricité.  On  obtient  cependant  par  là  une  approxima- 
tion d'un  ordre  bien  plus  élevé  que  par  la  marche  ordinaire  ;  nous  verrons  en 
effet,  au  n°  -^"j^  que  les  formules  (c)  comprennent  déjà  implicitement  des 
termes  très-importants  parmi  ceux  qui  dépendent  des  puissances  supérieures 
de  la  force  perturbatrice. 

9.  Lorsqu'on  traite  les  équations  {a)  par  le  changement  de  variables  que 
l'on  devra  employer  plus  loin,  il  se  présente  une  singularité  qu'il  est  bon 
d'expliquer.     Si  l'on  pose 

e  sin  -ZÂJ-  =  //,     e  cos  w  =Z;, 

on  aura 

dli       de    ■  ,     rZ-sr 

-rr-  =  -zr  sm  1^  +  e—-  cos  -sr, 

dt       dt  dt 

dk       de  d'Or    . 

dt        dt  dt  ' 

et  par  suite  il  viendra  les  équations  ; 

00     |  =  2Ccos(c^+/),     f^  =-^C  sin  (d+f). 

La  quantité  tn-  ayant  disparu  des  seconds  membres,  on  n'a  besoin,  pour 
intégrer,  de  faire  aucune  hypothèse  sur  la  loi  de  variation  de  cet  élément  ;  il 

équation,  non-seulement  les  perturbations  du  rayon  vecteur,  mais  encore  sa  partie  elliptique, 
qui  résulte  alors  des  arbitraires  introduites  par  l'intégration. 
L'intégrale  est  de  la  forme 


— J  =  -Mcos  (m  +  K)-—  +  -E-^— 


M  et  K  étant  les  deux  arbitraires.  D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  le  terme  —M  cos  (NZ  +  K) 
représentera  la  partie  elliptique  du  rayon  vecteur,  en  sorte  que  N/  +  K  sera  l'anomalie 
moyenne  ;  la  quantité  N  est  donc  l'accroissement,  dans  l'unité  de  temps,  de  l'angle  que  fait  le 
rayon  vecteur  avec  la  direction  du  grand  axe,  et  comme  elle  n'est  pas  égale  au  moyen  mouve- 
ment n,  on  en  conclut  que  le  périjove  avance  dans  le  même  temps  d'un  angle  représenté 
par  7i  — N. 
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semble  donc  qu'on  doive  obtenir  ainsi  des  résultats  plus  exacts.  L'intégra- 
tion donne 

(e)     t/i  =  :S  -  sin  (rf+/),      Ih  =  S  -  cos  (c^-+/), 
c  c 

et  comme  on  a 

^e  =  lit  sin  -ZD-  +  ^/j  cos  ra-,     e^w  =  o7i  cos  w  —  ch  sin  -cr, 

on  retrouve  pour  Se'  et  <?8Tïr  les  valeurs  (Z>),  qui  se  présentent  maintenant 
comme  préférables  aux  formules  (c).*  Pour  expliquer  cette  contradiction, 
et  montrer  le  défaut  du  dernier  calcul,  observons  que  les  équations  (a)  sont 
incomplètes:    sans  parler  d'un  grand   nombre  de  termes  périodiques,  nous 

avons  omis  dans  la  valeur  de  e  y  le   terme  aé,   qui  donnerait  les  inégalités 

séculaires  de  ct.  Les  équations  (t?)  sont  donc  pareillement  incomplètes  ; 
elles  devraient  être  remplacées  par  les  suivantes  : 

(/)      §  =  se  cos  {<:t  +.f  )  +  ah,      j|:  =  -  20  sin  (c^  +/)  -  ali.  ; 

les  seconds  membres  ne  sont  donc  pas  indépendants  de  ts-. 

Si  l'on  appliquait  purement  et  simplement  la  méthode  de  la  variation  des 
constantes,  en  calculant  séparément  les  inégalités  périodiques  et  les  inégalités 
séculaires,  on  obtiendrait  les  mêmes  résultats  par  les  deux  modes  de  calcul. 
Mais  lorsqu'on  veut,  dans  la  détermination  des  inégalités  périodiques,  avoir 
■égard  approximativement  aux  variations  séculaires  de  certains  éléments, 
comme  il  y  a  mélange  des  deux  espèces  d'inégalités,  on  conçoit  que  la  même 
méthode  d'intégration  par  quadratures  puisse  donner  des  résultats  dont 
l'approximation  change  avec  le  choix  des  variables. 

*  Les  valeurs  (?>)  sont  celles  que  j'avais  adoptées,  pour  ce  motif,  dans  mon  premier 
travail  (Essai  sur  la  théorie  analytique  des  Satellites  de  Jupiter,  n°  12).  J'avais  été  conduit  par 
là  à  augmenter  notablement  les  coefficients  donnés  par  Laplace  pour  les  grandes  inégalités  des 
longitudes.  Les  coefficients  obtenus  ainsi  sont  ceux  que  donne  la  méthode  ordinaire  de  la 
variation  des  constantes,  quand  on  se  borne  strictement  à  la  première  puissance  de  la  force 
perturbatrice:  on  verra,  au  n"  37,  que  les  coefficients  de  Laplacb  contiennent  implicitement, 
en  outre,  les  plus  importants  des  termes  qui  dépendent  de  la  seconde  puissance,  mais  qu'ils  ne 
contiennent  pas  tous  ceux  qui  sont  sensibles.  Il  en  résulte  qu'en  définitive  les  coefficients  des 
grandes  inégalités  qu'on  trouve  dans  la  Mécanique  Céleste  doivent  être,  non  pas  augmentés, 
mais  diminués. 


(5) 
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On  peut  du  reste,  au  moyen  des  équations  (/),  obtenir  le  même  degré 
d'exactitude  que  par  les  premières  ;  mais  il  faut  pour  cela  avoir  égard  aux 
termes  ak,  —ah.  Si  l'on  intègre  ces  équations,  regardées  comme  exactes,  par 
la  méthode  qui  s'applique  aux  équations  linéaires  avec  seconds  membres,  il 
arrive  précisément  que  les  inégalités  en  question  se  retrouvent  sous  la  forme 
(c)  ;  on  a,  en  effet,  A  et  B  étant  deux  arbitraires 

n 

h  =  A  sin  af +  B  cos  at  +  ^ sin  (ct+f), 

c  —  a 

n 

Z;  =  A  cos  a^  — B  sin  at  +  I.—=^  cos  (ct+f). 

G  — a 

10,  D'après  cela,  les  inégalités  de  l'excentricité  et  de  la  longitude  du 
périjove  que  nous  voulons  obtenir  seront,  pour  le  premier  satellite,  données 
par  les  formules  suivantes,  où  nous  détachons  de  la  première  ligne  le  terme 
d'argument  /— ttt  qui  répond  à  la  valeur  i=o  : 

/  de=--  —    .  ,     ,.''     (2{aA«^  +  aA«)  cos  h7'-(î-i)^-^] 

'  2    fj.    m'  — (t— 1)11  — a  y  L  V  /  j 

H «Ai«" cOS(Z  — '5r)+^ cOS(l'  —  '^) -C0s(  —  l'+2l  —  '!^)\ 

/i  L      2  n  —  a  2   n'  —  a  a'^  2   211  — n'  — a  a'^  J 

+  ——3 COs(l-^)+^ cOs(2j-l-^)+^ -—    C0S(  — 2  J'  +  3?-'nr) 

fi  J,^i      2n-a  y      4n-2j/^+a       ^^  ^      4Sn-2j'-a        ^        ^  ^ '^  ^J 

+  -r COS(/-'Zzr), 


à^fj.  n  —  a 


(6)- 


eS-ro-  =:....  (changer  les  cosinus  en  sinus). 

On  observera,  comme  pour  les  formules  (4),  qu'il  faut  joindre  aux  termes 
provenant  de  l'action  du  sedond  satellite  les  termes  analogues  dus  à  l'action 
du  3®  et  du  4^,  et  donner  au  nombre  i  toutes  les  valeurs  entières  positives  et 
négatives,  zéro  excepté. 

De  même  aussi  les  formules  relatives  aux  trois  autres  satellites  s'obtien- 
dront par  de  simples  échanges  d'éléments,  comme  il  a  été  indiqué  à  la  fin  du 
n°  7.  Pour  le  second  satellite,  par  exemple,  les  termes  dus  à  l'action  du 
premier  seront, 

?e'=:  -l'JL- ""'      —    r(2i-i)a'A«-a'A  «1  cos  Ul-(i-i)l' -^n 

+  '4-  -7^(a'A^'>^  +  a'A,^''^)cos(J'-^')  +  ^  -^,  ^' cos(Z-^0+- -, ,  ^'cos(2/'-/-, 

/u'|_2  «  —  a  '      2  n—a'a^  2  n  —  2n'  +  a    a^        ^ 

\e'c'sj'  =  .  .  .  . 

D 
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Nous  aurons  souvent  besoin,  par  la  suite,  de  considérer  les  principales 
de  ces  inégalités,  relativement  à  chacun  des  trois  premiers  satellites  :  ce  sont 
celles  qui  contiendront  des  diviseurs  voisins  des  nombres  n  —  2n'  et  n'—2n". 
On  les  obtient  pour  le  premier  satellite  en  faisant  z  =  2  dans  les  formules  (5). 
Pour  le  second,  il  faut  faire  i=  —  i  dans  les  formules  (6),  et  prendre  en  outre 
les  termes  dus  à  l'action  du  troisième  ;  ceux-ci  sont  tout  pareils  à  ceux  que 
produit  l'action  du  second  sur  le  premier,  et  par  suite  on  les  déduira  de  ceux 
qu'auront  donnés  les  formules  (5),  par  la  simple  addition  d'un  accent  à  chaque 
lettre.  On  aura  de  même  les  termes  relatifs  au  troisième  satellite,  au 
moyen  de  ceux  qu'on  aura  tirés  des  formules  (6). 

Après  les  inégalités  à  faibles  diviseurs,  les  plus  considérables  sont  celles 
où  le  coefficient  J  remplace  une  masse. 

D'après  cela,  si  l'on  pose 

2    n 

et  si  l'on  désigne  par  A'2  et  A"  ce  que  deviennent  respectivement  ces  deux 
expressions,  lorsqu'on  y  ajoute  un  accent  à  chaque  lettre,  les  illégalités  prin- 
cipales des  excentricités  et  des  longitudes  des  périjoves  pour  les  trois  premiers 
satellites  seront  données  par  les  formules   suivantes,   où  nous   réduisons   à 

l'unité  les  fractions  — -,   -; — :,  .   •  .  , 


(7) 


—  COS  (2I'  —l—  'Zû)  +  —- 

n—2n-\-a  a^fi 


/ce     = y C0S{2l' —l—'S7)+—-   cosQ  —  'st), 


^'         cos(2V-l-^')  +  ^     ^\ ;Cos(2r-Z'-'tïr')  +  ^c;os(Z'-^'), 


n  —  2n'  +  a'  n'  —  2n"  +  a'  a'^/j.' 

n-2n'  +  a       ^  ^     aV 


Quant  au  quatrième  satellite,  ses  inégalités  ne  contiennent  aucun  faible 
diviseur  et  celles  qui  contiennent  le  coefficient  J  sont  rendues  insensibles  par 
le  dénominateur  a'"'^. 
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On  a  déjà  vu,  au  11°  5,  qu'il  existe  toujours  entre  les  moyens  mouve- 
ments des  trois  premiers  satellites  la  relation  n—3?z'  + 272"  =  o,  d'où  résulte 
n'  —2n" z=n—2n' .  L'observation  a  fait  recounaitre  aussi  que  les  longitudes 
moyennes  de  ces  trois  corps  satisfont  toujours  à  la  relation  l—2,l'-^2l"=  180°, 
et  on  verra,  au  Chapitre  IV,  que  cette  égalité  et  la  précédente  doivent  être 
considérées  comme  rigoureuses.  Il  résulte  de  la  dernière  que  l'on  a 
toujours 

2l"-l'  =  1^0^  +  2l'-l. 

Les  deux  premiers  termes  des  valeurs  de  he'  et  de  e'^rs'  ont  donc  le 
même  dénominateur  et  dépendent  du  même  argument  ;  ils  peuvent  par  con- 
séquent se  réunir  en  un  seul.  Si  l'on  pose  A'^A'o  +  A'g,  les  valeurs  de  he'  et 
e'8(xr'  données  par  les  formules  (  7  )  pourront  s'écrire  : 

A'         .__..„     ,       ,.  .     J 


(     ^  A.  J 

I     oe'= "  cos  (aZ'  —  Z  —  'ZD-' )+—-—-  cos  (T  — ■nr'), 

(ybis)l  n-2n+a'  a'V 

— — — ,  sm(2/'-Z  — w')  +  — - 
n  —  2/i  +a  a^^ 


e>l^'=z  ___-^^__  sm(2Z'-Z-^')  +  -^sin(Z'-'=7'). 


III.  Parties  non  pério'diques  des  rayons  vecteurs. 

1 1 .  Au  moyen  des  formules  du  n°  précédent,  nous  allons  calculer,  en 
premier  lieu,  les  termes  non  périodiques  que  le  mouvement  troublé  introduit 
dans  l'expression  du  rayon  vecteur.  On  les  obtiendra,  pour  le  premier 
satellite,  en  substituant  dans  l'expression 

—  a[_i,e  cos  (Z  — ■ro-)  +  ec'Er  sin  (Z  — •sr)] 

les  termes  d'argument  /— ttt  que  présentent  les  inégalités  (5)  ;  car  la  partie 
^a  ne  contient  que  des  termes  périodiques.  Désignant  par  r^  l'ensemble  de 
ces  termes,  on  aura 

J     ,1    Ji    a3       I   m' 


\      a'fx      2     fx    J,^      2    n  J 


en    omettant    toujours    d'écrire    les   termes    qui   proviennent    des    satellites 
m"  et  m'". 
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La  partie  constante  du  rayon  vecteur  sera  donc  a  +  r^. 

La  quantité  «,  dans  ces  formules,  est  le  demi-grand  axe  de  l'ellipse  qui 
représente  le  mouvement  non  troublé  :  on  la  déduit  du  moyen  mouvement 
elliptique  n  par  la  formule 


Mais  cette  quantité  n  ne  doit  pas  être  confondue  avec  le  moyen  mouvement 
9?o  donné  par  l'observation.  La  longitude  moyenne,  qui  est  nt+e  dans  le 
mouvement  elliptique,  devient  {n  +  cr)t-\-e  dans  le  mouvement  troublé,  en 
désignant  par  at  l'ensemble  des  termes  proportionnels  au  temps  obtenus  plus 
haut  dans  les  perturbations  de  l'élément  e,  c'est-à-dire  en  posant 


On  aura  donc  n^=n-\.(j^  d'où  n^n^—a. 

Si  l'on  prend  n^n^^  on  obtient  pour  a  la  valeur  approchée 


2 


mais  la  valeur  exacte  est 


Dans  les  formules  du  mouvement  elliptique,  ainsi  que  dans  le  calcul  des 
perturbations,  on  prend  a^  et  n^  au  lieu  de  a  et  n  (Annales  de  V  Observatoire^ 
t.  II,  p.  31)  ;  mais  lorsqu'on  veut  tenir  compte  des  termes  du  premier  ordre 
par  rapport  aux  masses,  on  doit  prendre 

,   2      a 

3      "n 

La  partie  constante  du  rayon  vecteur  sera  donc 

3      «0 

ou  bien,  en  supprimant  les  indices,  devenus  inutiles  puisque  Ton  emploie 
exclusivement  a^  et  ?^o, 

I    2        T    ,  I 

3     n  3 
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par  conséquent  La  partie  non  périodique  des  perturbations  du  rayon  vecteur 
sera  exprimée  par  la  formule 

.(I)    .>  =  „(i4_'^^_-»'„A,""), 
V3  «V     6    jx    J,^     6    II  J 

OÙ  le  dernier  terme  est  censé  être  suivi  de  deux  termes  pareils  en  m"  et  m'". 

Cette  formule  est  identique  à  celle  que  donne  Laplace,  eu  égard  à  la 
différence  des  notations.  Celles  qui  se  rapportent  aux  autres  satellites  s'en 
déduiront  par  des  échanges  d'éléments,  comme  il  a  été  dit  au  n"  7. 

On  verra  plus  loin  (n°'  33,  34,  35)  que  le  carré  de  la  force  perturbatrice 
introduit,  dans  le  rayon  vecteur  de  chacun  des  trois  premiers  satellites, 
quelques  termes  non- périodiques  dont  il  faut  tenir  compte  :    on  devra  y 

joindre,    bien   qu'il  soit  peu  sensible,  le  terme    (~)  cIq   négligé    plus   haut. 

Dans  l'évaluation  numérique  des  moyennes  distances,  Laplace  comprend  le 

terme  prmcipal  a  .  — ^  de  la  formule  (I),  et  il  le  supprime  en  conséquence 

dans  les  inégalités  du  rayon  vecteur. 

C'est  ici  le  lieu  d'observer  que  la  réduction  en  nombres  des  formules  de 
Laplace,  laquelle  est  due  à  Bouvard,  et  qui  est  rapportée  au  n"  2 1  du  liv. 
YIII  de  la  Mécanique  Céleste,  présente  un  certain  nombre  d'inexactitudes. 
M.  AiRY,  dans  son  premier  Mémoire  sur  la  masse  de  Jupiter  (3Iemoirs  of  the 
B.  A.  Society,  vol.  VI)  a  signalé,  relativement  à  la  partie  constante  des  rayons 
vecteurs,  les  erreurs  suivantes  :  les  termes  constants  des  rayons  vecteurs  ont 
tous  été  changés  de  signe,  et,  quant  à  la  valeur  absolue,  on  a  omis  de  diviser  par 
6  ceux  qui  proviennent  de  Vactioji  du  Soleil. 

BowDiTCH  a  aussi  remarqué  que,  dans  les  inégalités  du  premier  satellite,  le 
terme  constant  dû  à  V action  du  second  est  environ  deux  fois  trop  grand. 

Bessel  a  eu  soin  de  corriger  tous  ces  coefficients,  dans  les  formules  qu'il 
emploie  pour  construire  une  table  des  positions  des  satellites  par  rapport  à 
Jupiter  (Bestimmung  der  Masse  des  Jupiter,  Astronomische  Untersuchungen, 
Bd.  II,  ou  bien  Abhandlungen,  Bd.  III). 

*  Nous  désignerons  par  des  chiflVes  romains  les  inégalités  des   trois  coordonnées,  rayon 
vecteur,  longitude  et  latitude. 


(H) 
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lY.  Inégalités  périodiques  des  rayons  vecteurs  et  des  longitudes. 

12.  Pour  obtenir  les  inégalités  périodiques  du  rayon  vecteur  et  de  la 
longitude  du  premier  satellite,  indépendantes  des  excentricités,  il  faut  sub- 
stituer dans  les  formules  (3)  (n**  6)  les  valeurs  de  Sa,  8/,  8e,  eStn-  données  par 
les  formules  (4)  et  (5)  (n°^  7  et  10),  après  avoii'  supprimé  dans  les  formules 
(4)  le  terme  proportionnel  au  temps  que  présente  la  valeur  de  Se,  et 
dans  les  formules  (5)  les  termes  d'argument  l—zj^  déjà  considérés.  Il 
vient  ainsi  : 

^  =  -  rf__^!!_ +-ILJ\aK^-  +i    .,     .."    aA/"]  cos  {U'-il) 

a  ii\_\iit' —  {^1  —  1)11  — a      n  —  nj  2   tn  —{i—i)n  —  a  J 

fi    a*\n—n      2  n — a     2   211  —  n  — nj 

/x  \\in'  —  {i—\)n — a      2i\n  —  nJ  J  \_iu  —{%—ï)n — a      i   n  —  nj  ) 

Ta  -7       + ^ +  3    ;  )   + ;    sm  (^  "0 

fi    a^\ji  —a      211  — n— a         \n  —  nj       n  —  nJ 

formules  dans  lesquelles  on  doit  donner  à  i  toutes  les  valeurs  entières  positives 
et  négatives,  zéro  excepté,  et  oii  l'on  a  encore  omis  les  termes  dus  à  l'action  des 
satellites  n^'  et  rr^" . 

Pour  être  comparées  avec  les  formules  correspondantes  de  la  Mécanique 
Céleste,  ces  expressions  doivent  être  mises  sous  une  autre  forme.  Modifions 
d'abord  la  première  ligne  de  chacune  d'elles,  de  manière  à  n'avoir  plus  à 

considérer  que  des  valeurs  positives  de  i.     Le  coefficient  de  —  cos  (iV —il) 

devra  être  alors 

r  ^'^  I   _  ^'^  -,     «^-  "I  aA^'  +  if ^ ^  IgA/'' 

\_i(n'  —  n)-\-n—a     i(^n' —  n)  —  {n—a')     n  —  n'j  2\ji(^^ii,' —  n)+n  —  a     i{n' — n)  —  (w— a)J 

n(n—a)  f    .    ,£,  ,      n  —  a      ...A 
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Pareillement  le  coefficient  de  —  sin  {il' —  il)  sera 

\j{n'-n)-\-n-a     i{n' -n)-{n-a)     i\n-n'J}  \j{n'-n)-\-n—ai(ji'-n)  —  {n-a)      i  '^iT^'] 


ce  qu'on  peut  écrire 

{n-ay 


L     i\n-n'J       i\n-n'j  %^{n-n'y  —  (ji-ay     i\n-ny-{n—ay}  i  n-u'  i^(n— n'y  — (n-ay 


OU  encore 


Le  coefficient  de ^  cos  (^'— ^   peut  de  même,   par  un  groupement 

convenable,  être  mis  sous  la  forme 

npi-a)  r     ^  ^^^-"A  _  n{n-a)  /        2^'~"'\ 

(«'  — a)(2%  — w'-a)\  n  —  ii'J         {lo  — n'y  -  {n-ay  \  n  —  n'J' 

et  celui  de 


m    a^       n 


sous  la  forme 


,^  ~,  Sin  (l'-l), 

fx    a^  n  —  n 


2(n  —  ay 4n(n  —  ay 4a(n  —  n') 


n—n'      (n'  —  a)(2n—'n' —  a)      (n' —  a)(2n  —  n' —  u)(n  —  7i')      («  — ?i')-— (%— a)^ 


n 2(11  — ay  /     ,      2n    \  4n(n—n') 

n  —  n'     (n—n'y—(n  —  ay\       n  —  n'J      (n  —  n'y—(n  —  (i 


On  peut  sans  inconvénient  négliger  la  petite  quantité  a  dans  les  numé- 
rateurs de  ces  expressions  ;  on  peut  même  aussi,  dans  les  formules  (II),  la 
négliger  en  même  temps  que  la  quantité  J\f  dans  les  dénominateurs  des 
termes  dus  à  l'action  du  Soleil,  parce  qu'aucun  de  ces  dénominateurs  ne  sera 

petit.     Cela  posé,  en  remplaçant  l'expression  —  -^3  par  la  quantité  égale  ^ 

on  pourra  substituer  aux  formules  (II)  les  formules  équivalentes  : 
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-  = .0, ^5-^ ^J  aA,«  + -aA^'^     cos  OZ'-îY) 

m'                   12^                    a-  f     ,      211    \  m      i\ 

—   i T^î—r ^   —2    1  + /      ^°^  ('0 


(III) 


+  • 


-^C0S(2j'-2/), 


a„=  -'l^  -JL_  ir_^aAo>+-- j^. ^^faA,«  +  -^aA«)]sin07'-^7) 


on'       01       a^r    01 201^ _/  2n    \ 

fx    01  —  01'   a''^\_oi  —  oi'      (?;— w')2— (?;  — a)2\        oi  —  oi'J_ 


siu  (l'-I) 


8     ?i 


-  sin  (2J-2]), 


[V) 


OU  la  lettre  i  ne  doit  j^lus  prendre  que  des  valeurs  entières  et  positives.  Si  l'on 
compare  ces  expressions  avec  celles  qu'on  trouve  clans  la  Mécanique  Céleste 
(liv.  YIII,  n°  3),  en  observant  que  les  quantités  désignées  ici  par  A^'^  sont 
égales  et  de  signes  contraires  à  celles  que  Laplace  désigne  par  la  même 
notation  (avec  une  particularité  pour  le  cas  de  i=i)^  on  verra  qu'il  y  a 
identité  complète. 

Les  formules  précédentes  se  rapportent  au  premier  satellite  :  celles  qui 
se  rapportent  aux  trois  autres  s'en  déduiront  comme  il  a  été  dit  au  n°  7. 
Par  exemple,  s'il  s'agit  du  second  satellite,  et  qu'on  veuille  obtenir  seulement 
les  termes  dus  à  l'action  du  premier,  on  aura,  suivant  qu'on  adoptera  la  forme 
(II)  ou  la  forme  (III),  les  formules 

^'[\in— {1—1)01  —a'     oi  —  oi'J  2  loi—ii—ïjn'  —  a'  J 

-■'",  ^(-^+^  -^+i  "',^  ,)  cos  (l-V), 

yu     cr  \     01—01       2  01  — a       2   01  — 201  -\- a'/ 

o.'  =  "'ir 'J^ +3r_!}Lyia'A^o_r ^!_ ■-î-^1(a'A^'■)^-a'A,'«)lsin(^^-^7') 

H   [\_r/i  —  {i—j)oi—a'     2i\oi  —  n'J  J  \j.oi—{i—i)n' —  a      ^  oi  —  oi'j  ) 

[  _onaJ^V^n^ ^         +3Y^^y ?^"]sm(Z-n 

\i'    a^    L'^  — "'     n  —  20h'-\-a'     2\n  —  n'J       n  — w'J  '^ 


OU  les  suivantes  : 


^r  _ 


(V) 
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a'        n'  i^{n  —  7i'y—(n'  —  a'y\  '        n  —  n'  ) 

fi'  ?i— w'  i\ji-n'  i^(n-ny-{n' -a'y\  ^        n-n'  j\         ^  ^ 


+ 


m      n'      a'^r    n'        211^ /  2»/  V 

/  n-n'   a^\_)i-n'     (n-n'y-(n' -aJ^K^'^ n-n'J _ 


sin  (i-r). 


13.  Les  rapports  presque  commens arables  qui  existent  entre  les  moyens 
mouvements  des  deux  premiers  satellites,  et  de  même  entre  ceux  du  second 
et  du  troisième,  donnent  des  valeurs  considérables  à  quelques-uns  des  termes 
des  expressions  précédentes.  Si  l'on  fait  2  =  2  dans  les  formules  (III),  les 
termes  qu'on  obtient  présentent  le  diviseur 

4(?t  — »')2— (îi  — a)2  =  («— 2H'  +  a)(3?i— 2W'  — a), 

dans  lequel  le  facteur  7i  —  2n'  +  a  est  très-petit,  et  par  suite  ils  sont  relative- 
ment très-grands.     Le  nombre  a  étant  à  peu  près  -  du   nombre   n—in',   sa 

présence  dans  le  dénominateur  n—2n'  +  a  a  beaucoup  d'importance,  mais  on 
peut  le  négliger  dans  le   dénominateur  2,'^2  —  n'  —  a  qui  n'est  pas  petit  :  on 

peut,  en  outre,  dans  ce  dernier  ainsi  que  dans  n  —  7i\  foire  ?z'=".     D'après 

cela,  si  l'on  néglige  dans  Bu  le  terme  qui  n'a  pas   de  faible  diviseur,  et  qui 

n'est  que  ~ environ   de  celui  que  l'on  conserve,  on  obtiendra,  pour  les 

inégalités  principales  du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude  du  premier  satellite^  les 
formules 

(VI)      -= ^^ COS(2^'-20,        cr= ^^ sin(2/'-2/), 

a  n  —  2n'  +  a         ^  ^  n—2n'  +  a         ^  ^ 

A  étant  l'expression  définie  plus  haut  (n°  10).  On  trouverait  d'ailleurs  ces 
mêmes  formules,  d'une  manière  directe,  au  moyen  des  formules  (7)  (même 
numéro)  :    il  en   sera   de   même  pour  les   deux  autres  satellites. 

Dans  la  théorie  du  second  satellite,  si  l'on  considère  les  perturbations 
produites  parle  premier,  on  trouve  aussi  un  diviseur  voisin  de  ?i— 2  ?z' :  on 

£ 
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l'obtient  en  faisant  z=i  dans  les  formules  (V).  Il  vient  ainsi,  en  employant 
les  mêmes  simplifications  que  tout  à  l'heure,  les  inégalités 

^'  = ^, ,  cos  Q-V),     cv'  = ?^^,  sin  (l-V)  ; 

a'        n-2n'  +  a'         ^         ^  n-2n'  +  a'         ^         ^' 

si  l'on  considère  ensuite  l'action  du  troisième  satellite,  il  en  résultera  de 
nouvelles  perturbations,  tout  à  fait  analogues  à  celles  que  produit  l'action  du 
second  sur  le  premier,  et  qui  seront 


h-'  Ao'         _      ^  -,,,     ^7/N      «  ,  2A9' 


-  cos  (2l"-2l'),     h''  = ^-^^ ^  sin  (2P-2Z'). 


a'  n'—2n"-\-a'  n'  —  211"  +  a' 

En  vertu  des  deux  relations  déjà  signalées 

7i-sn'  +  2n"  =  0,     l-sl'  +  2l"  =  180°, 

on  aura 

n'-2n"  +  a'  =  n-2n'  +  u'     et     2I" -2I'  =  iSo°- (l-V)  ; 

les  grandes  inégalités  que  produisent  dans  le  mouvement  du  second  satellite 
les  actions  du  premier  et  du  troisième,  dépendent  donc  du  même  argument, 
et  présentent  le  même  petit  diviseur.  On  peut  les  réunir  en  un  seul  terme, 
et  on  aura  ainsi  les  formules  : 

(VII)    —  = —, ■  cos  (l-V),    cv'  = — — -  sin  (l-V). 

Enfin,  pour  le  troisième  satellite,  on  obtiendra  des  inégalités  résultant  de 
l'action  du  second,  analogues  à  celles  que  produit  dans  le  mouvement  du 
second  l'action  perturbatrice  du  premier.     On  aura  ainsi  : 

(VIII)     ~  = ^JJ cos  (V-V),     ?y"  = y-^ sin  (V-V). 

^  ^      a"        n'  —  2n"  +  a"  ^  '  n'-27i"  +  a" 

Toutes  ces  formules  coïncident  avec  celles  de  la  Mécanique  Céleste. 

Les  grandes  inégalités  du  mouvement  des  trois  premiers  satellites 
dépendent  donc  des  arguments  respectifs, 

2nt  —  2ïi'b  +  2t  —  2t',  nt  —  'iift-\-t  —  t',  n't  —  n"t  +  ^'-f-", 

et  ont  par  conséquent  des  périodes  différentes  ;  mais   si  Ton  se  borne  à  les 
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considérer  dans  les  éclipses,  il  arrive  qu'elles  présentent  la  même  période. 
Ce  fait,  qu'avaient  constaté  Bradley  et  Wargentin,  est  une  conséquence  des 
deux  relations 

■>i  — 3w'4-2w"  =  o,  nt  —  2,n't  +  2it"t-\-(.  —  2,t'  +  2i."  =  i8o°. 

Observons,  en  effet,  que  la  position  de  l'axe  à  partir  duquel  se  comptent  les 
longitudes  disparaissant  dans  chacun  des  trois  arguments,  on  peut  choisir 
pour  cet  axe  le  rayon  mobile  mené  de  Jupiter  au  Soleil  :  dans  cette  hypothèse, 
les  quantités  n,  n'^  n"  désigneront  (pour  un  moment)  les  moyens  mouvements 
synodiques.  Supposons  de  plus  qu'à  l'origine  du  temps  les  deux  premiers 
satellites  aient  été  simultanément  en  conjonction,  il  en  résultera  e  =  o,  e'=o, 
et  par  suite  €"=90°.     Les  trois  arguments  deviendront  donc 

2nt—2n't,  7it  —  n't,  n't  —  n"t  —  ()o°. 

Posons  n  —  2n'  =  n—2n"  =  ùi,  il  en  résultera 

272/— 2W'  =  Ît  +  W,    «  — »':=îi'  +  W,    n'  —  n"  ■=  11"  -\- b) , 

et  les  arguments  pourront  s'écrire 

nt  +  wt,  n't  +  (t)t,  n"t  —  go°  +  wt. 

Cela  posé,  quand  le  premier  satellite  est  en  conjonction  ou  en  opposition, 
sa  longitude  72t  est  un  multiple  de  180°  ;  l'argument  de  son  inégalité  se  réduit 
donc  à  (ût.  Les  deux  autres  arguments  se  réduisent  de  même  à  (ot  lors  des 
conjonctions  du  deuxième  ou  du  troisième  satellite. 

Les  trois  inégalités  dépendent  donc  alors  du   même  angle  cot,  et  ont  la 

même  période  — . 

Pour  évaluer  cette  période,  il  faut  dans  l'expression  (o=n—2n'  remplacer 
n  et  71^  par  les  moyens  mouvements  synodiques,  c'est-à-dire  par  n—jV  et  n—jl/\ 
en  restituant  maintenant  aux  lettres  n,  n'  leur  signification  ordinaire  ;  on 
prendra  donc  û)=7î  —  2n' +  J'\  Si  l'on  fait  usage  des  nombres  du  n''  5,  on 
trouve  cette  période  égale  à  43779  jours,  ce  qui  s'accorde  avec  les  observa- 
tions. 
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CHAPITRE   IIL 

Inégalités  des  Rayons  Vecteurs  et  des  Longitudes,  dépendantes 

DES  Excentricités. 

14.  Les  excentricités  des  orbites  des  satellites  étant  de  très-petits 
nombres,  non-seulement  on  pourra  se  borner  à  considérer,  parmi  les  inégalités 
qui  en  dépendent,  celles  qui  les  contiennent  au  premier  degré  :  mais  encore 
il  suffira  de  prendre,  parmi  ces  dernières,  celles  qui  présentent  ou  bien  un 
faible  diviseur  ou  bien  le  coefficient  J  au  lieu  d'une  masse,  et  la  plupart  de  celles 
qu'on  obtiendra  ainsi  seront  encore  insensibles.  L'excentricité  de  l'orbite  de 
Jupiter  étant  beaucoup  moins  petite,  il  y  aura  lieu  de  conserver  les  inégalités 
qui  en  dépendent,  surtout  s'il  y  a  le  faible  diviseur  J\i\ 

Pour  obtenir  les  perturbations  du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude,  qui 
dépendent  des  excentricités,  il  faudra  faire  usage  des  formules  (2)  (n°  6),  en 
employant  tous  les  termes  qui  sont  écrits,  sauf  les  termes  eha  cos  [l—'^) 
-f-aeS/sin  (/— tr),  2fS/  sin  (^—t^-),  qui  ne  peuvent  rien   donner  de  sensible. 

Les  valeurs  de  Sa  et  S^  qu'on  devra  y  substituer  s'obtiendront  en  con- 
sidérant dans  la  fonction  perturbatrice  les  termes  du  premier  degré  par  rapport 
aux  excentricités  contenant  l'un  des  angles  2/'—/,  2I" —l',  J  ou  le  coefficient  J. 

Les  valeurs  de  he  et  eSts-  qu'il  faudra  substituer  dans  les  deux  expres- 
sions : 

ilr  =  — a[oe  cos  (l  —  '^)+eo'm  sin  (Z  — ■et)], 
[cy  =  2[ce  sin  (l  —  'oy^—ec'UT  cos  (^  — 'to-)], 

devront  être  également  du  premier  degré  par  rapport  aux  excentricités,  et 
nous  aurons  aussi  à  les  calculer. 
Quant  aux  deux  expressions 

cr  ■^  aehe  —  ae\Jie  cos  (2?— 2-57) -f  f'0'a7  sin  (2Z  — 2'îd-], 

cv  =  -  e[ce  sin  (2Z— 2'Er)  — et-nr  cos  (21  —  2'm)'], 
2 

qui  sont  déjà  du  premier  degré,  les  valeurs  de  Se  et  eSzr  qu'il  faudra  y  mettre 
devront  être  indépendantes  des  excentricités  ;  il  suffira  de  prendre  les  termes 
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principaux  de  ces  valeurs,  savoir  ceux  qui  sont  donnés  par  les  formules  (7) 
et  (7'^-)  (n°  10).  On  obtiendra  ainsi  pour  les  trois  premiers  satellites  les 
inégalités  suivantes,  qui  seront  peu  sensibles,  même  pour  le  troisième, 

rcr    _         Ae        r  .   „ 

a    -^IZ^^T:;:;^^^^  (2Z-Z-^)-cos  {-2V  +  2>l-'-)l 


(IX) 


2  'î  Ae  .    ,  p.     T 

'"    =-   -sin(-2Z'  +  3Z-^)  +  5   .'^    esmQ-^)- 

"  2  a-^/y.  ^  ^  ' 


2    «— 2?i'  +  < 


?r' 


A 


^^7~^[-  COS  (2Z'-Z-^')+  cos  (l-^')'\, 


Cl         n  —  2n'-\- 

2,,/  5         A'e'  .     .,  c       T 

2  w  — 2w'  +  a'         ^  ^^2  o'V      ^^^  <.'' — "^^J  ; 

V A"e" 

"^  ~^^73^^^7:p^,[-  cosC2r-Z'-^")+  cos  (Z'-^")], 


>"=  -5 


2    7i'  — 2»"  +  a 


-sin(Z'-^")  +  5  _J      //g-^.^,,_ 


2  a''2^" 


(Z"-^"). 


Wou«  allons  maintenant  calculer  successivement  les  termes  introduits 
dans  8r  et  8.  par  Sa  et  8^  et  ceux  qui  résulteront  des  expressions  (8). 


I.  Inégalités  des  grands  axes  et  des  hmgitudes  moyennes. 

les  xnLtX  f  """'' 1  '^"  ''"f  "''^  "ï"''  ''^"'''•^  '^'"l''°y^'-  P°"  déterminer 
les  inégalités  du  grand  axe  et  de  la  longitude  moyenne  seront  : 

i<      »a*-     ,,.-     „-l7,p     *=-,»*^+;if- 
En  nous  occupant  d'abord  du  premier  satellite,  nous  devrons  prendre 

E„,  =  -i(4A».+A,-).o„3{.r-Z_.)+i(^34,„^^,,„_4a^^,  ^^  ^^,_^_^.^^ 


.E„  =  o,     R.„,  =  o,     B....,  =  |5,-cosU?-n),    V=J.e„sO-.), 


::rr5r;^:z:t:  :r.;r:;;t:-  — ■  - 
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(X) 


-(4flA^-'  +  aA.i'-^)e  cob  {2I' —  I—th) 


U  _     _m'|?î,— 2«'  +  a 

^  ^ -^ (saA^''  +  aA^'''-^^^e' cos(2l'-l-^')   \ 

+  -^e  COS  (Z  — -st)  ; 

,r/(ï Vr-YW'^^  +  «Ai-'>)e  sin  (2l'-l-^) 

__  _3^  )  \7i  — 2U  +a/ 

\7i  —  2n'  +  a'J   \  a^J  I 


Iç,  = 


2fl 


—~r-  e  sin  (?  — -ai) 


5e   =         —  I  «■ 


'1 faA'-»-^aA.^'^-2aA,'Aesm(2l'-l-'uj) 

-2n'  +  a\  4        '  "    J 


+  -^   -^e  sm  (Z-«7) 


2    a^fjL 


Le  dernier  terme  de  la  valeur  de  Se  a  pour  période  une  année  de  Jupiter  : 
il  correspond  à  Véquatio7i  annuelle  de  la  longitude  dans  la  théorie  de  la  Lune. 

En  observant  que  l'on  a  ^^  -^3  =  ^,  on  pourra  prendre  pour  cette  équation 

Âf 

annuelle  l'expression  plus  simple  —3^  é'  sin  (  J'— H). 

Pour  le  second  satellite,  considérons  d'abord  les  termes  dus  à  l'action  du 
premier.     La  valeur  de  R(i.o)  qu'il  faudra  prendre  ne  différera  de  la  valeur  de 

1^(0,1)  q.^e  par  le  changement  de  -75  en  —2  dans  le  coefficient  de  e'.  Ce  change- 
ment est  d'ailleurs  presque  insignifiant,  à  cause  de  la  petitesse  du  nombre 
n—2n':  on  a  en  effet 

d'où,  en  confondant  /x  et  fx', 
et  par  suite 


n^a^  =  n'W^, 


a'     4a a'   a'^  —  ^a^ a'   iv^  —  ^n'^ 


a"     a"'       a''       a' 
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On  aura  ainsi  le  premier  groupe  d'inégalités 

Y —, V(4a'Af''  +  fl'Ai''^')f^  sin  (il'-l-^) 

\n—2n'  +  uj  ^  1    /  V  J 

-( ,y/^3a'A^"  +  a'Ai">-^'V'siri(2Z'-Z-^') 

V       \n—2n-\-aJ    \  a- J  ^J 


H-' 


(XI)    V  =  3-, 


gg/    _.     ^  J  ?i  —  2?i'  +  a 

H- 


-  ^^^^^ /i5a'A^"+2ia'A  œ  +  Sa'A^'^+^'V'  sin  (2?'-?-^') 

4  ?i  — 2w'  +  a'v  a^  J 


Les  autres  inégalités  relatives  au  second  satellite  s'obtiendront  au  moyen 
des  formules  (X)  par  la  simple  addition  d'un  accent  à  chaque  lettre  qui  se 
rapporte  à  un  satellite. 

On  pourra  d'ailleurs,  comme  au  n°  13,  réunir  en  un  seul  terme  les 
termes  d'argument  2I" —  l'  que  présentera  le  second  groupe,  et  ceux  d'argu- 
ment 2I'  —  l  que  contient  le  premier. 

Les  inégalités  du  troisième  satellite  dues  à  l'action  du  second  s'obtien- 
dront de  même  au  moyen  des  formules  (XI)  par  l'addition  d'un  accent  à 
chaque  lettre  ;  celles  qui  proviennent  de  l'aplatissement  de  Jupiter  et  de 
l'attraction  du  Soleil  se  déduiront  des  termes  analogues  pris  dans  les 
formules  (X). 

Enfin  pour  le  quatrième  satellite,  il  n'y  aura  à  considérer  que  les  termes 
de  ces  deux  dernières  espèces. 

On  remarquera,  dans  les  formules  (X),  (XI)  et  analogues,  que  les 
inégalités  relatives  au  grand  axe  et  à  la  longitude  de  l'époque  présentent 
seulement  la  première  puissance  d'un  faible  diviseur,  tandis  que  les  valeurs 
de  Sp,  hp\  ...  en  contiennent  le  carré  :  aussi  ces  dernières  ont-elles  beau- 
coup plus  d'importance.     On  peut  d'ailleurs,  sans  erreur  sensible,  confondre 

dans  les  coefficients  de  celles-ci  les  quantités  -g  6t  -7^,  et  alors  les  inégalités 

principales  des  longitudes  moyennes,  comprises  dans  les  formules  précédentes, 
pourront  être  mises  sous  la  forme  : 
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A»  T.nK  ■    /■   Il     1        \  ,     m'an  nAJ  i    •    r  v     i        i\ 

?p    =— ^:5^^-^^esln(2/'-Z-^)+3 ^,     — —  ,  .     ,.2^   sin  (2Z'-Z-^')> 

(/i  — 2?2.'  +  a)2  ^  ma  ïi!   i^ii— ziV  ■\- a! y 


■  ma'n  n'A.  •    r  t     1        \      f.  '"'-^' 


(XII) 


ca    =6 — esm  (2Z  — t  — ■ax)— 6^ P — -—&  sml2i  —L  —  'm') 


xn'A.o'  ,   •   /   III      V        i\  1     'tn"a'n'  n'A' 


{7i'-2n"  +  a')^  ^  ^     ^m'a"n"   (n'-2n"  +  a"y  ^  ' 

■  ^  m"a'n'    {n  -  2n" -\- a'f  ^  '       (ii! -2n" -\-a!'f  ^  ' 

les  quantités  A,  Ao',  k.^  et  A"  étant  celles  du  n°  10. 

II.  Perturbations  des  excentricités  et  des  périjoves. — Termes  qui  en  résultent 
dans  les  rayons  vecteurs  et  les  longitudes. 

16.  Occupons-nous  actuellement  des  inégalités  de  l'excentricité  et  de  la 
longitude  du  périjove  qui  sont  du  premier  degré  par  rapport  aux  excen- 
tricités, pour  les  substituer  ensuite  dans  les  expressions  (8).  Il  faut,  pour 
les  obtenir,  considérer  dans  la  fonction  perturbatrice  les  termes  du  second 
degré.  Ceux-ci  étant  de  deux  espèces,  les  uns  périodiques,  les  autres 
explicitement  indépendants  du  temps,  il  en  résultera  pour  les  éléments  e  et  trr 
de  nouvelles  inégalités  périodiques  et  des  inégalités  séculaires. 

Les  termes  périodiques  que  l'on  devra  conserver  dans  la  fonction  pertur- 
batrice seront,  exclusivement,  ceux  qui  peuvent  acquérir  de  petits  diviseurs, 
ceux  qui  contiennent  le  coefficient  J,  et  ceux  qui  dépendent  de  l'excentricité 
de  l'orbite  de  Jupiter.  Nous  prendrons  en  conséquence,  relativement  au 
premier  satellite,  • 

4  2 


-l--(22A"'^+7A/^^  +  A2'")   COS   {4'-2l-2'^) 

4 

-— (2iA''"  +  7A/^^  +  A2"0  COS  (4Z'_2?-T!7-^'); 
2 


04  o 

V      =    —  e^  +  ^e^  cofi  {21  —  2-^7)  ; 


2a^         2d^ 
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les  expressions  de  R(o,2)  et  R(o,3)  ne  différeront  de  la  première  ligne  de  R(o,i)  que 
par  la  substitution  des  éléments  du  troisième  ou  du  quatrième  satellite  à  ceux 
du  second. 

Les  formules  qui  expriment  les  variations  des  éléments  e  et  rn-  peuvent 
encore  se  réduire  aux  suivantes  : 

de I      dD>     dts i      (?Q 

dt  na^e  dtj^    dt      tm^e  de 

D'après  cela,  si  l'on  pose 

(0,1)  =  -  '^'«(aAi<">  +  aAo<''0  =-  "^  naB<'\ 

2     fx  4    fJ. 

[0,1]  =1  ^'w(-aA("  +  aAiW  +  aA,"0  =  -  -naB'", 
2    fJ.  4    /^ 


2    fi 


— -^       2    fj. 


(°)     =^2    5 

si  l'on  désigne  de  même  par  (0,2),  (0,3)  et  [0,2],  [0,3]  ce  que  deviennent 
respectivement  les  fonctions  (0,1)  et  [0,1]  lorsqu'on  y  remplace  les  éléments 
du  second  satellite  par  ceux  du  troisième  et  du  quatrième,  et  si  l'on  fait,  en 
outre, 

0=  (o)  +  [o]  +  (o,i)  +  (o,2)  +  (o,3), 
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on  aura  les  deux  équations 


/de 
-^     =  -[o,i]e'  sin  (w-'Kr')-[o,2]e"  sin  (■c^— Er")-[o,3]e'"  sin  (-nr-^ir"') 

—  I  o,r  \e  sin  (4Z'  — 2?— 2'r!r)  H-(^^^^^S^7^e'  sin  (4?'— 2?  — ■ro-  — ^') 

—  5[o]e  sin  (2^  — 2^-)  — 3(0)6  sin  (27  —  2-57) 

'^sin(J'-7  +  n-^)-sin(-J'4-7  +  n-'Z3-)  +  7sin(-3J'+37+n-^) 


(9) 


-sin(J'  +  7-n-^)-^sin(3J'-7-n-^)--sin(- J'  +  3Z-n-^) 

^  37  =  M'-'— [o,i]e'  cos  («r  — -57')  — [o,2]e"  cos  (-zjr— -î!^")  — [o>3]e'"  cos  (-zb-— îiT'") 
+1  0,1  1^  cos  (4^  —  27  — 2-25-)  — (^^^o^T^e'  cos  (4Z'  — 2Z  — w  — -ro-') 
4-5[o]e  cos  (2_J?— 2'zs-)  +  3(o)e  cos  (2?  — 2'ro-) 

^cos(J'-?+n-^)-cos(-J?+Z  +  n-^)  +  ^cos(-3J'  +  374-n— -nr) 


+  [o](f- 


\ 


-cos(J'+7-n-^)-~cos(3J'-7-n-'cr)-icos(-J?+3^-n-'5T) 


Pour  former  les  équations  analogues  relatives  au  second  satellite,  on 
de\Ta,  outre  les  termes  non  périodiques,  considérer  dans  R(i,o)  l'argument 
4/'  — 2/,  et  dans  R(i_2)  l'argument  \1!'  —  2I! .     On  prendra 

E,,,o)  =     \  B'V2-' B^^W  cos(  ^-^') 
8  4 

-— (2iA«>+7Ai®  +  A2(^^)cos(4Z'-2Z-^-^') 
2 

+— (igA^^HyAi'^^  +  Aa'-O  cos  (4Z'-2?-  2'=7'). 
4 

R(i  2)  se  déduira  de  R(o,i)  par  l'addition  d'un  accent  à  chaque  lettre. 
R(i^3),   R(i,,)  et  V  se  déduiront  de  R(o,3),  R(o,«)  et  V  respectivement,  en  y 
mettant  les  éléments  du  second  satellite  au  lieu  de  ceux  du  premier. 
Posons  de  même 

(1,0)  =  '   '-'«'a'B">,      [1,0]  =  '   ^«VB(^ 
4M  4M 

[T^=  '  '-^«'Ci9a'A'2'+7a'A,<^>  +  ci'A2'^^), 
2  /^ 


ïjo"^  =  '   "\  n'(2 1 a' A®  +  7a'A,"^  +  a'A2»>)  ; 
^^        2  /i 
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désignons  par    1,2 


et  i^  ce  que  deviennent  les  fonctions  1 1,0  |  et  ^PJ^ 
quand ony  ajoute  un  accent  à  chaque  lettre;  et  par  (1,2),  (1,3),  [1,2],  [1,3], 
(i),  [i]  ce  que  deviennent  les  expressions  (0,2),  (0,3),  [0,2],  [0,3],  (o),  [o] 
lorsqu'on  y  met  les  éléments  du  second  satellite  au  lieu  de  ceux  du  premier. 
Enfin  posons  encore 

[I]=(0  +  [i]  +  (i,o)  +  (i,2)  +  (i,3). 


Il  viendra  les  deux  équations 


(9) 


dt 


e'di 


dt 


=  -[i,o]e  sin  ('m' —  ■m)-[i,2']e"  sin  ('ra-'-'nr")-[i,3]e"'  sin  (■zd-'-ot"') 
— I  1,0  |e^  sin  (4l'  —  2l  —  2's^')  +  (y^e  sin  (4^'  — 2?  — -sr  — ra-') 
-I  1,2  \e'  sin  (4Z"_2Z'-2w')  +  Q^e"  sin  (4I" -2I' -'dt' -^") 
—   etc. 

=  Me'-[i,o]éî  cos  (w'-^)-[i,2]e"  cos  ('^'-'^")-[i,3]e"'  cos  (^'--sx'") 
+1  1,0  \e'  cos  (4/'  — 2Z— 2CT-')  — (  i^o"  e  cos  (4Z/  — 2Z— •td-  — w') 

+  jj^e'  cos  (4l"-2l'-2^')-(7^e"  cos  (4r-2Z'-'Er'-':<7"), 

+  etc. 
en  omettant  d'écrire  les  termes  qui  proviennent  des  fonctions  perturbatrices 

R(M)etr.  

On  formera  les  équations  relatives  au  troisième  satellite  en  déduisant 
R(2,i)  de  R(io)  par  l'addition  d'un  accent  à  chaque  lettre,  et  désignant  par  I  2,1  | 
et  C2J)  ce  que  deviennent  |  1,0  |  et  (T^  par  le  même  changement  ;  et  ainsi 
de  suite.  Enfin  on  procédera  de  même  pour  former  les  équations  qui  se 
rapportent  au  quatrième  satellite. 

1 7.  On  n'obtiendrait  qu'une  approximation  insignifiante  si,  pour  intégrer 
les  équations  (8),  (9)  et  les  équations  analogues  relatives  aux  deux  autres 
satellites,  on  procédait  par  quadratures,  en  regardant  aux  seconds  membres 
tous  les  éléments  comme  constants,  sauf  les  angles  rr,  7*7',  .  .  .  ,  comme  on  a 
fait  jusqu'ici.  En  efiet,  pour  les  deux  premiers  satellites  au  moins,  les 
variations  des  excentricités  sont  plus  considérables  que  les  excentricités  elles- 
mêmes  :  il  est  donc  nécessaire  d'avoir  égard  à  la  variabilité  de  ces  éléments 
aussi  bien  dans  les  seconds  membres  que  dans  les  premiers. 

Observons  que  si  l'on  ajoute  aux  seconds  membres  des  équations  (8)  les 
termes  respectifs  — ^C  sin  (ct+f—z^)^  !^C  cos  (ct+f—zir)  provenant  des  termes 
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du  premier  degré  de  la  fonction  perturbatrice,  on  pourra,  à  cause  de  la 
petitesse  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  regarder  comme  nuls  les  termes 
négligés,  et  par  suite  les  équations  obtenues  comme  rigoureuses.  Il  en  sera 
de  même  à  l'égard  des  autres  satellites. 

Au  lieu  des  variables  e,  ct,  c',  .  .  .  ,  introduisons  les  variables  A,  k^  li\  .  .  ., 
liées  aux  anciennes  par  les  équations 

h  =  e  sin  -et,     J:  =  e  cos  ■cr,      h'  =  e'  sin  w',     ....  ; 

les  équations  prendront  une  forme  plus  symétrique,  et  nous  obtiendrons  le 
groupe  suivant  : 

^f     =      0^-[o,i]7.'-[o,2]^"-[o,3]7.'"  +  H, 

^    =  -[i,o]7.-  +  07o'-[i,2]Z;"-[i,3]/y"  +  H', 


(10) 


=  -[3,o]7.-[3,iF-[3,2>"-fiI]7c'"  +  H'"; 


^  =  -[2,o]7.-[2,i>'  +  07c"-[2,3]7."'  +  H", 

dh" 

dt 

dh 


f     =  _|^7.  +  [o,i]7.'  +  [o,2]7."+[o,3]7.'"  +  K, 
dt 

dJl    ^ 

dt  


en  posant 

H     =  2C  cos  (rt-^f)+  (|o,i  |A;-C^o^7b')  cos  (47^-2Z)  +  (|  o,i  \h—Co^)'h')  sin  {4'-2l) 
+  3(0) (7.;  cos  2l-\-h  sin  2I) 
+  les  termes  périodiques  provenant  de  R(o,s)  ; 

H'    =  2C'  cos  {c't  +f)  +  QY^\k'-C7^  h)  cos  (4?'-  2?)  +  ([T^  U'-^J^  h)  sin(47'-2;Z) 


+  ([T;r\h'-CiJ^l-")  cos  (47"-20 
^(ll^h'-Çî^^h")  sin  (47" -27') 
+  3(i)(7(;'  cos  2l'  +  h'  sin  2I') 
+  ...., 

H"  =  IC  '  cos  (c'  t+f  ')  +  (ÏJJjJc"  -(T^T)  h')  cos  (4/" -27') 


+  (:  2,1  \h"—C2^h')  sin  (47"-27') 
+  3(2)(7j"  cos  2l"  +  h"  sin  27") 

H'"  =  2C'"cos(c'"7+,7"')  +  3(3)(/,"'  cos  2I'" -^h'"  sin  2?'") 

+  ....; 


des  mouvements  des  Satellites  de  Jupiter. 


et  désignant  par  K,  K',  K",  K'''  ce  que  deviennent  les  expressions  respectives 
de  H,  H',  H''',  H"'  lorsqu'on  y  augmente  de  90°  chaque  argument. 

Les  coefficients  désignés  parles  diverses  parenthèses  (0,1),  [0,1],  fô|, 
etc.,  qui  entrent  dans  les  équations  précédentes,  dépendent  exclusivement  des 
masses,  des  moyennes  distances  et  de  la  constante  /,  définie  au  n°  i ,  Pour 
se  faire  une  idée  de  leur  importance  relative,  il  suffira  d'employer  les  données 
numériques  de  la  Mécanique  Céleste.  Si  nous  prenons  les  mêmes  unités  qu'au 
n°  5,  nous  aurons  le  tableau  suivant,  dans  lequel  nous  écrivons,  au  lieu  des 
nombres  (qui  sont  tous  positifs),  leurs  logarithmes  à  quatre  décimales,  et  où 
nous  inscrivons,  en  outre,  les  logarithmes  des  coefficients  A,  Ao',  A/,  A", 
ainsi  que  ceux  des  nombres 


B  = 


'ii  —  2n'  +  u 


B,/  = 


A„ 


n—2n'  +  a' 


Bo'  = 


n'  —  2n"  -\r  (i-' 


B"  = 


n'  —  2n"  +  a" 


Tableau  I. 


CoefiBcient. 

Logarithme. 

Coefficient. 

Logarithme. 

Coefficient. 

Logarithme. 

Coefficient. 

Logarithme. 

(0) 

33788 

(0 

,46729 

(2) 

59611 

(3) 

5^1038 

[0] 

76470 

[l] 

7  9501 

[2] 

6  2543 

[3] 

6  2221 

(0,1) 

55998 

(1,0) 

53714 

(2,0) 

63863 

(3,0) 

74322 

(0,2) 

52968      , 

(1,2) 

58718 

(2,1) 

5  1895 

(3,0 

60318 

(0,3) 

7  1484 

(1,3) 

65197 

(2,3) 

50334 

(3,2) 

5  2277 

1  °  1 

33895 

Ijj 

47583 

S 

4  0864 

S 

5  5453 

[0,1] 

5  4696 

[1,0] 

5  2414 

[2,0] 

6  0697 

[3,0] 

88765 

[0,2] 

69803 

[1,2] 

5  7408 

[2,1] 

s"  0587 

[3,1] 

76734 

[0,3] 

7  5929 

[1,3] 

6  1614 

[2,3] 

68650 

[3,2] 

5  0593 

1  °'^  1 

42403 

5ÏD 

4  4068 

1  i>o| 

4  3400 

cs^ 

41785 

1   I'2  1 

45119 

C55 

46794 

1  2,1  1 

41599 

^2,1 

59972 

A 

5  7830 

A„' 

5  1051 

A  ' 

4  0614 

A" 

6  6469 

B 

35985 

B„' 

49789 

B,' 

39352 

B" 

4  8026 

18.  Reprenons    maintenant    le    système    des    équations    différentielles 
simultanées  (10).    Elles  ne  sont  pas  susceptibles  d'une  intégration  rigoureuse, 
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et  la  méthode  d'intégration  qu'on  adopte  y  fait  apparaître  successivement  les 
diverses  puissances  de  la  force  perturbatrice. 

En  distinguant  dans  l'expression  des  variables  h,  k,  h\  ...  ce  qui 
pro"sâent  de  la  configuration  mutuelle  des  corps  que  l'on  considère  et  ce  qui 
en  est  indépendant,  on  sait  que,  en  iiêgligeant  seulement  des  termes  du  second 
ordre  par  rapport  à  la  force  perturbatrice^ 

1°  on  obtient  les  inégalités  pénodiques  de  ces  variables  en  prenant  simple- 
ment les  équations 

,      .      dli       -rj       dJc        xr       dh'        tt/ 

^">      dt=^^     dt=^^     Jt=^^ ' 


et  les  intégrant  par  quadratures,  ce  qui  a  déjà  été  fait  en  partie  avec  quelques 
modifications,  et  sera  continué  plus  loin  (n°  19)  ; 

2°  on  obtient  V ensemble  de  la  partie  ellii^tique  et  des  inégalités  séculaires  en 
posant  les  équations  : 

^S  =    0/^-[o,i]//-[o,2]/y'-[o,3]7y", 

.    /f;  =  -[°]A^+ [0,1  ]/'■'+ [0,2]//'+ [o,3>'", 

(12) (   dt 

^  =  -[i,oU  +  LL]//-[r,2]/--[i,3]A;% 


Nous  verrons  au  Chapitre  TY  que  cette  première  approximation  ne  suffit 
pas,  et  qu'il  faut  avoir  égard  aux  puissances  supérieures  de  la  force  pertur- 
batrice pour  les  inégalités  de  l'une  et  de  l'autre  espèce. 

On  peut,  dans  les  équations  (12),  regarder  les  grands  axes  des  orbites, 
et  par  suite  les  coefficients  l_o|,  [0,1],  .  .  .  comme  des  constantes  absolues  : 
on  a  alors  un  système  d'équations  différentielles  linéaires  à  coefficients 
constants  et  sans  second  membre,  que  l'on  sait  intégrer.  Elles  sont  de  même 
forme  que  celles  qui  déterminent  les  inégalités  des  mêmes  éléments  dans  le 
cas  des  planètes  :  il  y  a  toutefois  une  différence  notable  due  à  la  présence  des 
termes  (o)  et  [o]  dans  [F],  ( i )  et  [ i ]  dans  \_i\  etc.  La  présence  de  ces 
termes  tient  à  la  nécessité  d'avoir  égard  ici  à  la  figure  de  l'astre  central,  ainsi 
qu'à  l'attraction  d'un  corps  étranger  au  système,  à  savoir  le  Soleil.  Cette 
différence,  d'ailleurs,  ne  change  rien  à  la  méthode  d'intégration  ;  elle  aura 
seulement  pour  effet  d'en  rendre  l'application   plus   facile,  à  cause    de   la 
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grandeur  des  nombres  (o),  (i),  .  .  .  comparée  à  celle  des  coefficients  ro,i], 
[0,2],  etc. 

Les  intégrales  générales  seront  données  par  les  formules  : 

7i  =  M  sin  (^f  +  /3)+Mi  sin  {g ,t -ir ft ,) +lsi^  sin  {(12^-^1^)+^^  sin  {'j^t^ft^), 
k    =  M  COS  (gt  +  l3)+'Mi  COS  (g^t  + fti)+M2  COS  (;/2!Î  +  /52)+^l3  cos  (g^it  +  fts), 

h'  =  M'  sin  (gt  +  i3)+Mi'  sin  (g ^t + (3 ,) +M2'  sin  (g2t  +  lh)+^W  sin  (g^t  +  Pi^), 

(^3)  J/y  =  M'cos(r/i  +  /3)  +  Mi'cos(r/,^  +  /5i)  + , 

h'>=M"  sin  (gt+i3)+M^"  sin  (g,t  +  i3,)  + , 


dans  lesquelles 

1°  les  nombres  g,  f/i,  g^^  ^3,  sont  les   quatre  racines,  toujours  réelles,  de 
l'équation  : 

g-\ô]    [0,1]     [0,2]     [0,3] 

i'°]      9-ïï]     [i>2]     [1,3] 
[2,0]      [2,1]    g-\J\     [2,3]! 
[3,0]       [3>i]     [3,2]  ^-[j]' 


(M) 


=  0; 


2°  les  quatre  angles  /3,  /Si,  yS;,  /Ss,  sont  quatre  constantes  arbitraires; 
3°  les  quatre  coefficients  M,  M',  M",  M"',  relatifs  à  la  racine  f/,   sont 
assujettis  à  vérifier  les  quatre  équations  homogènes  : 

'(r7-0)M  +  [o,i]M'  +  [o,2]M"  +  [o,3]M'"  =  o, 

[i,o]M+(^-0)M'  +  [i,2]M"  +  [i,3]M'"  =  o, 

('5)\[2,o]M+[2,i]M'  +  (^-0)M"  +  [2,3]M"'  =  o, 

[[3,o]M  +  [3,i]M'  +  [3,2]M"+(:/-m)M-  =  o, 

qui  déterminent  les  rapports  de  trois  d'entre  eux  au  quatrième,  lequel  reste 
arbitraire  ;  de  même  les  quatre  coefficients  Mi,  M/,  Mi",  M/'',  relatifs  à  la 
racine  g^,  sont  liés  par  des  équations  identiques  aux  précédentes,  sauf  l'addi- 
tion de  l'indice  i  à  chaque  lettre  ;  et  ainsi  de  suite. 

Les  quatre  constantes  arbitraires  qui  doivent  entrer  dans  les  intégrales 
en  même  temps  que  les  quatre  constantes  y8,  A,  A>  A>  <iéjà  indiquées,  seront 


40  M.  SouiLLART,  Théorie  analytique 

i"  l'un  des  coefficients  M,  M',  M",  M"'  relatifs  à  la  racine  (/; 

2°  l'un   des  coefficients   M^,  M/,  .  .  .  relatifs  à  ^i,  etc.     Pour  fixer  les 

idées,  convenons  que  ces  quatre  arbitraires  seront  les  coefficients  M,  Mi,  Mg, 

M 3,  et  posons 

M'  =X'M,        M"  =\"M,        M'"  =\'"M, 

M2'  =  /\2'M2, 


Les  nombres  \',  \'\  )\!"  relatifs  à  la  racine  g  seront  déterminés  par  les 
quatre  équations  compatibles 

p/-[^  +  [o,i]V  +  [o,2]\"  +  [o,3]\'''      =o, 
|[i,o]  +  (^-lT|)V  +  [i,2]V'  +  [i,3]\-  =  o, 

^^      ^|[2,0]  +  [2,l]\'+(^-.g)\"  +  [2,3]V"=0, 

i[3,o]  +  [3,iF  +  [3,2]V'  +  (i/-û])X'"  =  o; 

et  de  même  pour  cliacune  des  racines. 

Les  formules  (13)  prendront  alors  la  forme 


(i3bis). 


(h    =    Msin  (gf+i'j)  +     Ml  sin  (rjit+ft,)  +      M.,  sin  (g^t  +  ft^)  +    M3  sin  (gst  +  ft^), 
h'  =X'M  sin  (gt  +  i3)  +  \^'M^  sin  (^i^  +  /3i)  +  ^2'M2  sin  (g2t  +  r^2)+K''^i3  sin  (g3t+l3^), 
h"  =  X"M8m  (gt  +  l3)  +  \^"Mis{n(gif  +  ft,)+ 


Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions 

ca  =  —a(h  cos  ?  +  //  sin  l),     cv  =  2(h  sin  1  —  h  cos  ?), 

équivalentes  aux  expressions  (8),  on  obtient  sous  la  forme  suivante  les  termes 
du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude  du  jjremier  satellite  dépendants  de  V anomalie 
moyenne 

,^^^,,  f^=  -M  cos  (l-gt-ft)-U,  cos  {J-g,t-ft,)-.  .  .  ., 
[cv=  2M  sin  (Z-r/^-/3)  +  2Mi  sin  (J-gxt-\-ft^)  + ; 

et  on  aura  des  formules  analogues  pour  les  autres  satellites. 

19.  Déterminons  maintenant  les  inégalités  périodiques  des  excentricité» 
et  des  longitudes  des  périjoves,  qui  sont  du  premier  degré  relativement  aux 
excentricités.  Nous  prendrons  à  cet  effet,  pour  le  motif  que  nous  allons 
exposer,  non  pas  les  équations  (11)  entre  les  variables  A,  k,  //,  •  .  .  ,  mais 
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les  équations  équivalentes  entre  les  variables  primitives  e,  tt,  e\  .  .  .  Les 
deux  équations  qui  se  rapportent  au  premier  satellite  seront  composées  de 
termes  de  la  forme 

^  =  -Be  sin  {lt+j-2^)-C^  B\n  {ct+f-U.-'m), 
dt 

e~  —  Be  cos  {U-\-j-2'm')  +  CS  cos  (c^+/-n-w), 

B,  ^,  j,  C,  c,  /,  désignant  des  quantités  que  l'on  peut  regarder  comme  cons- 
tantes. Si  on  les  intégrait  immédiatement  par  quadratures,  ce  qui  ne 
permettrait  d'avoir  égard  qu'aux  variations  de  73-,  on  obtiendrait  : 

Se  =  --^^  cos  {U+j-2^)  +  ^  cos  (cf+Z-n-'cr), 
0  —  2a  c  —  a 

1  e 
'(o 


sin  (ht+j  —  2'n7)+  ^^^  sin  {ct+f-Ii-'m). 


h  — 2a         '  c  —  a 

Pour  tenir  un  compte  plus  exact  des  variations  des  éléments,  remplaçons 
les  quantités 

e  sin  (lt+j—2'nT),     e  cos  {ht-\-j—2'm) 
respectivement  par 

e  cos  w  sin  (ht+j—'a')—e  sin  -zb-  cos  (ht+j  —  'ST)  =  A;  sin  (ht-\-j  —  'w)  —  h  cos  (bt+j  —  'OT), 
e  cos  ■ra-  cos  (bt+j—':!r)  +  e  sin  ot  sin  (M+j—'st)  =  h  cos  (&i+i— 't5')  +  7«'  sin  {ht+j—'m), 

et  mettons  au  lieu  de  A  et  ^  les  valeurs 

;^  =  M  sin  (gt+ft)  + ,     Z;  =  M  cos  (gt+l3)  + ; 

les  équations  deviendront,  en  n'écrivant  dans  chacune  d'elles  que  les  termes 
relatifs  à  la  racine  g, 

j   ^-=  -BM  sin  (ht+j-'nT-gt-ft)-CS  sin  (d+f-Tl-^), 
\e^=      BMcos  (6i+;-^_^^-/3)  +  C(^cos  (c^+/-n-^). 

G 
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Elles  sont  tout  à  fait  semblables  aux  équations   {a)  du  n°  8  •  en  les 
intégrant  de  même,  on  obtient  les  inégalités 

BM  CP 

àe  =  — cos(ht+j-'z^-gt-l3)  +  -^=^  cos  (cf-U-'m), 

0  —  a  —  g  c  —  n 

BM  P/* 

el'uj=  ~ sin(&/fj-^  +  r7^-/3)  +  ±^  sin  (d-W  —  'uy), 

à  — a  — g  "  '      c— et  ^  ^ 

où  les  premiers  termes  doivent  être  accompagnés  de  trois  termes  analogues 
relatifs  aux  racines  g^,  g.,,  gz. 

Si  l'on  jDrenait  au  contraire  les  équations  (ii),  on  aurait  d'abord 

^^^  =      B[/^  cos  {U+j)  +  h  sin  (&^+i)]  +  C^  cos  (c^+/-n), 


dt 

dt 


=  -B[h  sin  (ht+j)-Ji  cos  (U+j)]- a  sin  (ct+f-H), 


équations  que  l'on  transformerait  dans  les  suivantes 


f:=     BM  ces  (bt+j-gt-fi)  +  CScos  (d+f-U), 


dt 

dh 
dt 


=  -BM  sin  (bt+j-gt-ft)-CSsm  (ct+f-U). 


Bien  que  ces  équations  soient  équivalentes  aux  équations  (a),  les  valeurs 
de  SA  et  8k  qu'on  en  tirerait  en  intégrant  par  quadratures,  donneraient  pour 
Se  et  eStr  un  troisième  système  de  formules,  différant  du  second  par  la  sup- 
pression de  la  lettre  a  dans  les  dénominateurs.  Ces  nouvelles  valeurs  seraient 
moins  exactes,  puisqu'elles  coïncident  avec  celles  que  l'on  obtiendrait  en' 
intégrant  les  équations  (a)  sans  avoir  aucun  égard  à  la  variabilité  de  z^  dans 
les  arguments.     Le  cas  est  donc  tout  à  fait  pareil  à  celui  du  n°  9. 

Cela  posé,  si  l'on  prend  les  expressions  de  ^%  e'I'^,   '— ,   .   .  .  ,    trouvées 

dt        dt       dt' 

au  n"  16,  et  qu'on  les  traite  comme  il  vient  d'être  dit,  on  obtiendra,  en  négli- 
geant J',  a  et  g  h  côté  de  ?z,  le  système  des  formules  suivantes  : 
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(i6) 


2TO  — 4w'  +  a  +  9' 


M  COS  {^V  —  2l  —  'ST  —  (jt  —  ft) 


2^^}^— a  — (^ 


+  3  (^M  COS  (2^-^-0^-/5) 

2      ît 

+  ^^r-^cos(J'-?+n— rïr)-cos(-J'+Z  +  n-^)+^cos(-3J'  +  3Z+n-^) 

;(j'+z-n-'ï^)  +  ^cos(3j'-z-n-^)-icos(-j'+3Z-n-^)1, 


—  COSI 


le' 


,    _CS^-([ïô]  +  l_ii^)V  +  CS)v 


271— 4ri'  +  a'  +  (7 
+  etc., 


M  COS  (4l'-2l—':!7'-gt  —  ft) 


êe"  = 
Se'"  = 


+  etc., 


M  COS  {4"-2V-'Z^"-fjt-(i) 


l 


On  fera  sur  ces  formules  les  observations  suivantes  : 

1°  Il  faut  ajouter  à  chaque  terme  qui  dépend  de  g  trois  termes  analogues, 
relatifs  aux  nombres  ^i,  ^21  9z  '■> 

2°  Les  termes  dus  à  l'action  du  Soleil  et  à  l'aplatissement  de  Jupiter 
n'ont  été  écrits  que  dans  la  première  formule  ;  il  y  en  a  de  pareils  dans 
S/,  he"  et  Se'",  et  d'ailleurs  hé"  n'en  présente  pas  d'autres  ; 

3°  Les  valeurs  de  eZr^^  e'Srn-',  .  .  se  déduisent  respectivement  de  he, 
8/,  .  .  .  par  le  simple  changement  des  cosinus  en  sinus  ; 

4""  Dans  les  formules  relatives  au  second  satellite,  on  a  réuni  en  un  seul 
terme  ceux  qui  dépendent  des  arguments  /^l'  —2I  et  /^l"  —  2I'. 

Il  résulte  de  là,  par  l'emploi  des  formules  (8),  les  inégalités  suivantes 
dans  les  expressions  des  rayons  vecteurs  et  des  satellites  : 
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fèr_     _  _Co,J^ :V-|o,i| 
a  2n—^n'-\-a-\-g 


Mcos  {4V-zl-gt-(i) 


__5M 


M  cos  (2j—l-gt-fi) 


2j/>-a-g 
.3   (^Mcos  {l-gt-ft) 


[°].f 


r-2cos(^-n)-5cos(j'-2Z+n)+^5cos(3j?-2Z-n)"], 


2v      =   —  2 


2n—^n'  -\-a  +  g 


M  sin  (4Z'  — 3^— ^rîî— /3) 


-      io[o] 


M  sin  (2j-l-gt-l3) 


(XIV); 


a/ 


.3(2) M  sin  (l-gt-ft) 
n 

■^S[  »  --sin(J'-2Z+n)  +  56sin(3J'-2Z-n)1, 

«      L  3  3  J 


etc., 


271  —  4%'  +  a'  +  ^ 


-M  cos  {T,l'  —  2l—gt  —  fi) 


ry'     =  —  2 


£So)-(l_ii^+[I3)V  +  C5D^" 


0»/"  =  — 


211  — 411'  +  a'  +  g 
etc., 

C2^X/_|  2,1  |\ 


M  sin  (3^'  — 2?  — gfi— /3) 


2n—^n'-\-a"-\-g 
etc.. 


Mcos  (3l"—2l'-gt-ft) 


^  ^lI^^;-L^^M  sin  (3r-2Z'-i/<-/3) 
2%  — 4'n-  +a"  +  ^ 

etc.. 


\^^j/'"= 

On  répétera  sur  ces  formules  les  observations  faites  sur  les  formules  (10), 
sauf  la  troisième. 

Parmi  toutes  ces  inégalités,  Laplace  a  considéré  exclusivement  celle 
dont  l'argument  est  2  J?— /,  qui  est  analogue  à  Vévection  de  la  théorie  de  la 
Lune.  Cette  inégalité  se  confond,  dans  les  éclipses  du  satellite,  avec  l'équa- 
tion du  centre  ;  celle  qui  provient  de  l'aplatissement  de  Jupiter  s'y  confond 
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à  toute  époque.     Pour  celles  qui  dépendent  de  (f,   leur  argument    devient 
/— 21  lors  des  éclipses. 

Le  terme  d'argument  J—U  dans  -  constitue  V équation  annuelle  du  rayon 

vecteur  ;  celle  de  la  longitude  a  été  obtenue  au  n"  15. 

Il  existe,  dans  les  valeurs  de  r  et  v,  plusieurs  autres  termes  présentant 
l'argument  de  l'évection,  et  qui  sont,  comme  les  précédents,  du  premier  degré 
par  rapport  aux  excentricités:  on  les  obtiendrait  en  considérant  dans  la 
fonction  perturbatrice  les  arguments  2JF— ?— zr,  2J'— 2/,  —  2J?  +  3^— zn-  ;  mais 
l'absence  de  faibles  diviseurs  les  rend  négligeables  à  côté  des  précédents,  qui 
n'ont  eux-mêmes  de  valeurs  sensibles  que  pour  le  troisième  et  le  quatrième 
satellite. 


CHAPITRE   IV. 

Inégalités  dépendantes  des  puissances  supérieures  de  la 
Force  Perturbatrice. 

I.  Relations  entre  les  loiigitudes  moyennes  et  entre  les  moyens  mouvements  des 

trois  premiers  satellites. 

20.  On  a  déjà  mentionné  plusieurs  fois  les  relations  suivantes,  que 
l'observation  a  constatées  avec  une  précision  remarquable  : 

1°  Le  moyen  mouvement  du  premier  satellite,  plus  deux  fois  celui  du 
troisième,  est  égal  à  trois  fois  celui  du  second  ; 

2°  La  longitude  moyenne  du  premier  satellite,  moins  trois  fois  celle  du 
second,  plus  deux  fois  celle  du  troisième,  est  égale  à  la  demi-circonférence. 

Laplace  a  trouvé  dans  les  actions  mutuelles  des  satellites  la  raison  de 
ces  deux  théorèmes  :  il  en  a  donné  une  première  démonstration  dans  les 
Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  pour  1784,  puis  une  autre  un  peu 
dii^èrenie.  àdinsXe,^  Mémoires  pour  1788.  Ces  deux  démonstrations  ont  été 
reproduites  dans  la  Mécanique  Céleste  (liv.  II  et  liv.  VIII)  :  celle  que  nous 
allons  développer  repose  aussi  sur   les   mêmes   considérations. 

Les  deux  théorèmes  à  démontrer  sont  exprimés  par  les  formules 

«  — 3?i'4-27t"  =  o,     lit  —  2,n' t  +  2n" t -\- E  —  T,t  ■\- 2t"  =  tt. 
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Si  la  quantité  n  — 2,11+211"  n'est  pas  nulle,  comme  elle  est  certainement 
très-petite,  les  inégalités  les  plus  importantes  des  longitudes  moyennes  seront 
celles  où  entrera  le  diviseur  (72.-3?^'+ 2??"')",  bien  qu'elles  soient  du  second 
ordre  par  rapport  aux  masses. 

Pour  les  déterminer  dans  la  théorie  du  premier   satellite,  on   pourra, 
dans  la   longitude    moyenne    l=p  \-e,   faire   abstraction    de  la   partie  e  qui 
amènerait  en  diviseur  que    la   première  puissance   de  n  —  ^^n'+^ii!'.      On 
prendra  en  conséquence  la  formule 

dt^  a^    de 

et  on  ne  considérera  dans  le  second  membre  que  les  termes  dépendants  de 
l'angle  L  =  /— 3/'+ 2/'',  ou  de  ses  multiples.  La  fonction  H  ne  contient  aucun 
terme  pareil,  mais  il  en  apparaîtra  si  l'on  y  remplace  les  quantités 
a,  /,  6,  .  .  .  a',  l\  .  .  .  par  a  +  ha^  l+Sl,e  +  Se^  .  .  .  a'  +  Sa\  l'  +  SI',  .  .  .  ,  les 
inégalités  Sa,  8/,  .  .  .  étant  celles  que  l'on  a  obtenues  dans  les  Chapitres 
II  et  III  ;  et  pour  les  obtenir  il  suffira  de  combiner  convenablement  les  argu- 
ments de  i2  avec  ceux  de  Sa,  SI,  .  .  .  Les  termes  de  cette  espèce  étant  très- 
nombreux,  et  d'importance  très-inégale,  on  se  bornera  aux  principaux,  savoir 
ceux  qui  sont  indépendants  des  excentricités  et  qui  en  même  temps  présentent 
un  faible  diviseur.  Il  n'existe  d'ailleurs,  tant  que  l'on  a  égard  seulement 
au  carré  de  la  force  perturbatrice,  aucun  terme  en  L  qui  contienne  le 
coefficient  J  au  lieu  d'une  masse  ;  en  effet  la  fonction  V  ne  dépend  que  de 
la  longitude  /,  et  aucune  des  autres  parties  de  12  ne  contient  à  la  fois  l'  et  l". 

Considérons  d'abord  la  fonction  R(o,i),  et  supposons  qu'on  y  prenne  les 
termes  de  degré  zéro  par  rapport  aux  excentricités  :  leurs  arguments  seront 
de  la  forme  if  — il.  Pour  produire  L  ou  l'un  de  ses  multiples,  il  faudra 
choisir  dans  les  expressions  de  Sa,  8«',  S/,  SI'  les  arguments  de  l'une  des 
deux  formes  kl" —kl^  kl"  — kl'  :  en  effet  la  somme  algébrique  des  coefficients 
I,  —3,  2  étant  nulle  dans  L,  on  ne  peut  combiner,  pour  former  cet  angle,  que 
des  arguments  dans  lesquels  la  somme  algébrique  des  coefficients  ait  la  même 
valeur  absolue.  Or  les  inégalités  d'arguments  kl"— kl  et  kl"  —  kl  ne  présentent 
pas  de  faibles  diviseurs  :  nous  rejetterons  donc  tous  les  termes  provenant  de 
cette  source. 

Si  nous  prenons  maintenant  les  termes  du  premier  degré  de  K(o,i),  leurs 
arguments  étant  de  la  forme   z( /'—/)  +  /',  il    faudra,  pour  produire   L,  des 
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arguments  de  la  forme  k(l"—l)+l",  ou  de  la  forme  k{l"-l')  +  l".  Or  les 
inégalités  d'argument  k{l"  —  l)  -\- 1"  ne  peuvent  avoir  de  faibles  diviseurs,  et 
parmi  celles  d'argument  k{l"  —  l')-\-l'\  les  seules  qui  en  présentent  sont  celles 
en  2l"  —  l'.  Il  ne  s'en  trouve  pas  de  cette  espèce  dans  les  inégalités  du 
premier  satellite  ;  il  suffira  donc  de  faire  varier  les  éléments  du  second,  à 
raison  des  inégalités  d'argument  2I"  —  l'  trouvées  aux  n"'  10  et  15. 

D'autre  part  l'angle  2I' —  l  étant  le  seul,  parmi  ceux  qu'on  peut  prendre 
dans  R(o,i),  qui  par  sa  combinaison  avec  2I" —V  puisse  donner  L,  nous  devrons 
réduire  la  fonction   R(o,i)  à  ses  termes  d'argument   2I' —  l.     Il  y  a  plus  :  il 

suffira,  dans  l'expression  de  ~  qui  en  proviendra,  de  faire  varier  les  quan- 
tités e  et  73-'.  En  effet  on  obtiendra  ainsi  un  terme  du  degré  zéro  relative- 
ment aux  excentricités,  et  ceux  qu'on  obtiendrait  par  les  variations  de  a  et 
l'  seraient  du  second  degré. 

Finalement  on  prendra  donc 

R(o,i)  =  ^(3A<'^  + A/"-^)e'  cos  {2V-l-^'\ 
et  par  suite 

clH  -im'an     a  /  /    •     /   7/      7        '^ 

—  =  -^^^nAje'  sm  {2I  -l-'w  ), 

dt^  ma  n 

et  l'on  fera  usage  des  formules 

(17)     ce'  =  -y-^, ;C0s(2r-?'-^'),    e'c':.'=-;-^—-,s,m{2l"-V-'w'). 

Dans  l'expression  de  ^    changeons  /  et   ct'   en    é  ^^é  et   ût'  +  Sct',   et 

désignons  par  A-^  le  terme  du  second  ordre  par  rapport  aux  masses  qui  en 
résulte  ;  on  aura 

dt^        tna'n!    n—271+a'  ^ 

Il  n'y  a  pas  lieu  à  considérer  dans  R^o.d  les  termes  qui  sont,  par  rapport 
aux  excentricités,  d'un  degré  supérieur  au  premier  :  car  les  termes  qui  en 
proviendraient  seraient  toujours  au  moins  du  premier  degré.  On  devra 
négliger  également  tout  ce  qui  proviendrait  de  R(o,2),  parce  qu'il  n'y  aurait 
aucun  faible  diviseur  ;  quant  aux  autres  parties  de  12,  elles  ne  peuvent 
évidemment  donner  aucun  terme  en  L,  tant  que  l'on  a  égard  seulement  au 
carré  de  la  force  perturbatrice. 
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Kelativement  au  second  satellite,  on  reconnaîtra,  par  des  raisonnements 
semblables,  que  pour  obtenir  les  inégalités  principales  de  la  longitude 
moyenne,  parmi  celles  qui  dépendent  de  l'angle  L,  il  suffit  de  considérer  les 
deux  fonctions  R(i,o),  R(i,3)5  en  les  réduisant  respectivement  à  leurs  termes 
d'arguments  2l'—l  et  2I" —ï.  et  de  faire  varier  exclusivement  encore  les  deux 
éléments  e'  et  ry'.     On  prendra  ainsi 

R(i,o,  =  i(3A^'^  +  Ai"^-^^)e'  cos  {2V-l-'m') 

man 

avec  les  variations  données  par  les  formules  (17),  et 

R(.,.,  =  -  -^A^^'  cos  (2^-?'-^'), 

m"a'n 

avec  les  variations  correspondantes, 

(18)     he'  = ^ ,  cos  (2V-l-'m'),    e'I^'  = ^' .     ,  sin  (zZ'-ï-^')- 

^      ^  n—2ti'  +  a'  ^  ^  n—27l'  +  a' 

Il  viendra  ainsi,  en  confondant  les  quantités  n—2n',  n—2n\ 

Enfin  pour  le  troisième  satellite,  il  suffira  d'avoir  égard  aux  termes  de 
R(2,i)  ^ont  l'argument  est  2l"  —  l\et  d'y  faire  varier  encore  e'  et  tr',  c'est-à-dire 
de  prendre 

Ru,u  = ^^A^V  cos  (2l"-l'-^') 

man' 

avec  les  inégalités  (18)  :  ce  qui  donnera 

.dH"       6m W  n"         A  /A   ^  o-     T 

A = ; -Aq  A2   sm  h. 

dt^  vi"a'n'    n—2n'  +  a' 

21.  D'après  cela,  si  l'on  ne  considère  dans  les  longitudes  moyennes  que 
les  inégalités  oii  doit  entrer  le  diviseur  (ji-'^n'  +  2n"y,  on  aura,  en  remplaçant 

-w  et  ~j-7î  ^  par  —ii'^  et  ^y^n  ,  et  posant 

P  =  3a'2 r!i ^  ^^' 

n  —  2n+a     mm 
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On  en  déduit 


dH'  mm"-n    •     T 

dH"  mm'n    •    t 


c?^L       -f~,ftn'm"  ,     mm."  ,     mm'\    .     r 


Si  l'on  calcule,  au  moyen  des  nombres  de  la  Mécanique  Céleste,  le 
coefficient  de  sin  L  dans  cette  équation,  on  trouve  qu'il  est  positif  et  approxi- 
mativement égal  à  0,000007665.  Désignons-le  par  jS' :  l'angle  L  devra 
satisfaire  à  l'équation  approcliée 


d'h      .2   .    j 


Une  première   intégration  donne,  en  désignant  par  C  une  constante  qui 
dépend  des  circonstances  initiales. 

Pour  que  cette  équation  soit  possible,  il  faut  que  le  second  membre  soit 
positif,  et  par  suite  que  l'on  ait  toujours  cos  L  <    ,,^. 

1°  Si  l'on  a    ^>  ou  =  I,  la  condition  sera  toujours   remplie,  et  il  n'en 

résulte  aucune  limite  pour  l'angle  L,  qui  pourra  alors  croître  indéfiniment. 

2°  Si  l'on  a  —  i  <  ~^<i,  posons  cos  (o=    ^^,  et  prenons   pour  w  le  plus 

petit  angle  positif  qui  réponde  à  cette  valeur-  On  devra  toujours  avoir 
cos  L<cos  ûj  ;  par  suite  l'angle  L,  abstraction  faite,  s'il  y  a  lieu,  des  circon- 
férences entières  positives  ou  négatives  qu'il  peut  contenir,  devra  toujours 
avoir  sa  valeur  abs(>lue  comprise  entre  œ  et  27r— w,  et  ne  pourra  qu'osciller 
autour  de  la  demi-circonférence,  avec  laquelle  il  se  confondrait  toujours  dans 


le  cas-limite  — r2=— i. 

2/3 


ri 

L'hypothèse  --^2 <^      ^^'^^^    P^^    admissible,   car    il   n'y  aurait    aucune 

2p 
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valeur  réelle  possible  pour  l'angle  L.  Nous  allons  reconnaître  que  la 
première  hypothèse  doit  aussi  être  rejetée,  comme  incompatible  avec  les 
observations. 

Posons  L  =  7r±ti'  ;  l'équation  précédente  deviendra 

{'^^\  '  =  C  +  2/32  cos  X, 

et  le  temps  que  mettra  l'angle  x  à  croître  depuis  zéro  jusqu'à  -  sera  donné  par 
la  formule 


P  dx 

J^         n/C  +  2/3^ 


t= „ 

""  COS 


Mais  dans  l'intervalle  de  o  à  ^,  on  a  cos  x>o,    et  puisque  l'on  suppose 
C  >  ou  =  2/3^,  on  aura  toujours  à  fortiori  C  +  2y8"  cos  x  >  2/B'-,  d'où 


•'    dx 
t  <    /       -^     ou      f  < 


Jr>'  dx 


2  2/3n/2 


On  trouve  approximativement  ^  j    -  =  401    jours.        Si   donc   on  avait 

C  >  ou  =  2^^,  l'angle  x  ne  mettrait  guère  qu'une  année  pour  atteindre  un 
angle  droit  :  or  cet  angle  a  toujours  paru  nul  ou  très-petit. 

La  seule  hypothèse  admissible  est  donc  la  seconde,  et  par  suite  l'angle 
L  ne  peut  qu'osciller  de  part  et  d'autre  de  la  demi-circonférence,  qui  est  par 
conséquent  sa  valeur  moyenne,  abstraction  faite  des  quantités  périodiques. 

On  a  donc 

ce  qui  démontre  le  second  théorème.  Le  premier  en  résulte  immédiatement  : 
car  l'égalité  précédente,  ayant  lieu  pour  une  époque  quelconque,  se  partage 
dans  les  deux  suivantes 

£  — 3£'H-2t"  =  TT,        7i  — 37t'-|-2'/i"  =   O. 

Les  deux  théorèmes  n'ont  lieu  qu'entre  les  valeurs  moyennes  des  diverses 
quantités  ;  à  une  époque  quelconque  les  expressions  l—  2,1'  +  2l'\  n—yï  +  211!' 
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ne  sont  pas  égales  respectivement  aux  nombres  tt  et  o,  mais  elles  n'en  difFcrent 
que  par  des  termes  périodiques,  qui  les  font  osciller  autour  de  ces  valeurs 
moyennes.  Il  n'est  donc  pas  nécessaire  qu'à  l'origine  du  mouvement  on  ait 
eu  rigoureusement  les  deux  relations 

Z  — 3Z'+2Z"  =:  TT,       W  — 3?i'4-2//."  =  O  ; 

ce  qui  aurait  exigé  pour  les  trois  premiers  satellites  des  positions  relatives 
très-particulières.  Il  faut  pourtant  que  ces  relations  aient  été  assez  appro- 
chées, afin  que,  par  suite  des  attractions  mutuelles  de  ces  corps,  elles  aient 
pu  s'établir  rigoureusement  entre  les  valeurs  moyennes. 

Ainsi  qu'on  l'a  vu  plus  haut,  les  conditions  que  doivent  remplir  les 
valeurs  des  éléments  à  l'époque,  quelle  qu'elle  soit,  que  l'on  prend  pour 
origine  du  temps,  sont  exprimées  par  les  deux  inégalités 


Or  l'équation 
donne,  pour  ^=0, 


C<2/32,        0-2/32 


(f)'  =  C-.,î'cosL, 


(■^{y    =C-2/3!cos(£-3f'  +  2."); 
la  condition  C  <  2^8^  revient  donc  à 

\dt  J t-0  2 

Il  faut  donc  que  la  valeur  initiale  de  '-r-,  que  l'on  peut  confondre  avec 
celle  de  n— y^  -^  2iï\  ait  été  comprise  entre  les  deux  limites 

+  2/3  sm-(£  — 3£'  +  2£'')    et    —  2/3  sin -(e  — 3£'  +  2£"). 

lia  condition  C  >  —  2y8'  n'ajoute  rien  à  la  précédente. 

On  a  vu,  dans  les  Chap.  II  et  III,  que  les  principales  inégalités  pério- 
diques du  second  satellite,  provenant  des  actions  du  premier  et  du  troisième,  se 
réunissent  en  un  seul  terme,  en  vertu  de  la  relation  qui  lie  les  longitudes. 
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Si  cette  relation  résultait  seulement  de  l'observation,  on  ne  serait  pas  en 
droit  d'affirmer  que  ces  deux  inégalités  ne  se  sépareront  jamais  dans  la  suite 
des  siècles,  et  on  devrait  les  distinguer  dans  les  Tables  :  il  était  donc  très- 
intéressant,  pour  la  théorie  du  second  satellite,  de  reconnaître  qu'elle  n'est 
pas  accidentelle  et  temporaire,  mais  la  conséquence  d'une  loi. 

Les  théorèmes  subsistent  lorsque  l'on  considère  les  longitudes  moyennes 
synodiques,  car  la  position  de  l'origine  des  longitudes  disparaît  dans  l'équa- 
tion 

Il  résulte  de  là  que  les  trois  premiers  satelUtes  ne  peuvent  jamais  être 
éclipsés  à  la  fois,  et  que  dans  les  éclipses  simultanées  du  second  et  du 
troisième,  le  premier  est  nécessairement  en  conjonction  et  peut,  par  con- 
séquent, produire  une  éclipse  de  Soleil  pour  Jupiter. 

2  2.  L'équation 

dt=  ^"'' 


s/  C  +  2/3^  COS  X 

détermine  l'amplitude  œ  de  l'oscillation  de  l'angle  L  autour  de  tt  ;  l'angle  œ 
étant  toujours  très-petit,  suivant  les  observations,  on  peut  remplacer  cos  x 

par  I  — — ,  ce  qui  donnera  l'équation 

dt  =  .    ^^_— 

VC  +  2/32-/3V 

Si  l'on  désigne  par  D^  la  constante  arbitraire  -^r  ,  et  par  E  une  autre 
arbitraire,  il  viendra 

a;  =  D  sin  (pt  +  E), 

et  par  suite  on  aura 

L  =  7r±D  sin  (/3^  +  E), 

en  se  bornant  à  considérer  dans  L  l'inégalité  qui  provient  des  termes  du 
second  ordre  par  rapport  aux  masses.  La  période  de  cette  inégalité  est 
2^^=2270  jours,  çu  un  peu  plus  de  6  uns;  quant  aux  deux  arbitraires  1),  E, 

elles  remplacent,  au  point  de  vue  analytique,  celles  que  suppriment  les  deux 
équations 
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ce  qui  rétablit  le  nombre  de  constantes  exigé  par  les  équations  difFéren- 
tielles. 

Reprenons  maintenant  les  valeurs  de  'p,  ^^,  ^   données   au    n"   2 1  ; 

les  inégalités  qu'elles  fournissent  seraient  les  plus  considérables  parmi  celles 
qui  affectent  les  longitudes  moyennes,  si  elles  se  présentaient  en  effet  avec  le 
dénominateur  (72  —  3^'  + 2 /^")^     Mais  on  vient  de  voir  que 

L  =  TT  +  D  sin  (/5^  +  E), 
(D  pouvant  être  positif  ou  négatif)  ;  on  aura  par  suite 

sin  L  =  —  sin  [D  sin  (/3f  +  E)], 

quantité  que  l'on  peut  confondre  avec  -D  sin  (/S^  +  E).  On  obtiendra  ainsi 
pour  les  longitudes  moyennes  des  trois  premiers  satellites  les  inégalités 

cl    =      -^r -sin(/5i  +  E), 

cl'  =  -^^-7^ w   sin  (pt  +  h), 

r.^,,  2mm'      PD         •  /    T,     1     XIN 

cl"  =      ——-  -^  sia  (p^  +  E). 

Laplace  désigne  sous  le  nom  de  libration  l'inégalité  -^  ^^^^  (/3^+  ^)  4*^^^ 
se  répartit  ainsi  entre  les  trois  premiers  satellites,  su.iva'it  un  rapport 
dépendant  à  la  fois  de  leurs  masses  et  de  leurs  distances  à  Jupiter.  Cette 
inégalité  est  probablement  insensible,  car  toutes  les  recherches  qu'a  faites 
Delambre  pour  la  démêler  dans  les  observations  ont  été  infructueuses.  Il 
faut  en  conclure  que  les  mouvements  primitifs  des  trois  satellites  ont  iort 
approché  de  satisfaire  aux  égalités 

l  —  2,l'+2l"  =  Tv,     n-2,n'  +  2n"  =  0; 

on  a,  en  effet,  W  =  ^±^,  et  pour  que  D  soit  très-petit,  il  fout  que  C  soit 

p 
presque  égal  à  -2/3"  ;  par  conséquent  l'angle  o)  sera  très-voisin  de  tt,  et  on  a 

vu  que  L  doit  en  être  encore  plus  voisin. 

23.  Les  théorèmes  qui  lient  les  moyens  mouvements  et  les  longitudes 
moyennes  des  trois  premiers  satellites  résultent  uniquement,  comme  on  l'a 
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vu,  des  attractions  de  ces  astres  :  il  importe  donc  de  s'assurer  que  les  actions 
étrangères  ne  viendront  pas  en  troubler  l'exactitude,  et  qu'ils  continuent  de 
subsister  malgré  les  altérations  qu'elles  peuvent  produire  dans  les  moyens 
mouvements. 

Considérons,  en  effet,  une  inégalité  à  très-longue  période  qui  affecte  les 
longitudes  moyennes,  et  qui  soit  due  à  une  cause  quelconque,  connue  ou 
inconnue,  comme  les  déplacements  séculaires  de  l'orbite  et  de  1  equateur  de 
Jupiter,  ou  la  résistance  d'un  milieu  très-rare.  Soient  \ûn{it+o), 
X'  sin  (it-to),  y  sin  {it+o)  les  termes  qui  en  résultent  dans  les  trois  longitudes 

72T 

moyennes.     Au  lieu  de  l'équation  ^-—=p^  sin  L,  nous  prendrons 

Çî"  =  /32  sin  L-i2(X-3\'  +  2Z")  sin  {it  +  o). 
Si  l'on  pose  lj  =  7r  +  œ,  et  que  l'on  confonde  sin  x  avec  x,  il  vient 
^^  +  /32.,  +  t2(\-3\'+2\")  sin  {it+o)  =  o, 

et  cette  équation  donne 

«  =  D  sin  (i3t  +  'E)  +  —^(X-3\'  +  2X")  sin  (it  +  o). 

Le  premier  terme  de  cette  valeur  est  celui  dont  on  a  déjà  tenu  compte, 
et  quant  au  second,  qui  donnerait  une  espèce  d'équation  séculaire,  le  facteur 

'2 

~ — ,2  ^^   rend  négligeable,  parce  que  le  nombre  i  est  supposé  beaucoup  plus 

petit  que  /8.  Ainsi  la  partie  de  ,v  qui  provient  de  la  cause  perturbatrice 
considérée  est  tout  à  fait  insensible,  et  par  suite  les  théorèmes  subsistent. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  malgré  les  altérations  que  cette  cause  produit 
dans  le  moyen  mouvement  de  chaque  satellite,  il  faut  que  les  inégalités  qui 
en  résultent  soient  telles  que  celle  du  premier,  augmentée  de  deux  fois  celle 
du  troisième,  soit  égale  à  trois  fois  celle  du  second.  Ce  rappoi't  n'existe  pas 
entre  les  termes  \  sin  (zY+o),  X' sin  (it+o),  \"  sin  (it+o)  que  fournit  la 
première  approximation  ;  mais  la  libration  des  satellites  modifie  d'une 
manière  remarquable  ces  inégalités  à  la  seconde  approximation,  et  les  amène 
à  satisfaire  à  cette  loi.     Prenons  en  effet  la  formule  trouvée  plus  haut 

clH       m'm"Tt    ■     T 
m  =  — 2-  P  sin  L  ; 
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l'angle   L   contient  dans  son  expression  des  termes  en  it+o^  lesquels,  par 

dH 


,727 

substitution,  feront  apparaître  de  nouveau  cet  argument  dans    -.    Pour  obtenir 


ces  nouveaux  termes,  il  suffira  de  remplacer  L  par 

7r  +  -:^^,(\-3^'  +  2\")  sin  {it  +  o), 

ou  bien  sin  L  par  l'expression 

Il  viendra  ainsi  dans  ^-  le  terme  du  second  ordre 


dH^      m' m"  p      t" 
dt^  a2        Î-2-/32 


et  par  suite  dans  l  le  terme  nouveau 

a''        i"  —  /-ï 

lequel  n'est  pas  négligeable,  parce  que  le  dénominateur  r-^'  se  réduit 
sensiblement  à  -/3%  quantité  dont  la  valeur  absolue  est  du  meine  ordre  de 
grandeur  que  le  facteur 

m' m"  p 

(le    rapport  ^^?^P^  est  compris  entre  ~  et  i). 
V  a         /5  3       4/ 

En  opérant  de  même  pour  le  second  et  pour  le  troisième  satellite,  et 
ajoutant  les  termes  nouveaux  aux  termes  primitifs,  on  trouve  que  les 
inégalités  dont  il  s'agit  sont  données  finalement  par  les  formules 

\  a^  t^  — /J^       / 

W  =  (x'-^F'^-^^f^')  sin  (it  +  o). 

On  en  tire 

rZ-3cZ'  +  2cZ"  =  (\-3X'  +  2\")(i+^5^2)  ^in('ï'o); 
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or  le  facteur 

iH — - — 

se  réduit  ù  zéro  si  l'on  peut  négliger  z^  à  côté  de  ^l  Ainsi,  par  les  actions 
mutuelles  des  trois  pre^niei^s  satellites,  les  illégalités  à  longues  périodes  de  leurs 
longitudes  moyennes  se  coordonnent  de  manière  à  satisfaire  aussi  à  l'équation 
qui  régit  leurs  moyens  mouvements,  avec  une  exactitude  d'autant  plus  grande 
que  la  p)ériode  est  pdus  longue. 

On  devra  donc  tenir  compte  de  cette  remarquable  modification,  dans  le 
calcul  des  inégalités  de  cette  espèce,  et  en  particulier  dans  le  calcul  des  équa- 
tions séculaires.  Si  la  période  n'est  pas  très-longue,  les  inégalités  approcheront 
moins  de  satisfaire  à  la  relation  précédente,  mais  la  correction  pourra  cepen- 
dant être  encore  très-sensible  ;  pour  qu'il  y  ait  lieu  de  l'appliquer,  il  suffit 
que  le  nombre  i-  soit  au  moins  du  même  degré  de  petitesse  que  ^\  c'est-à- 
dire  que  la  période  soit  d'au  moins  six  ans. 

L'équation  annuelle  est  dans  ce  cas,  puisqu'elle  a  pour  période  une 
année  de  Jupiter.     Elle  a  été  trouvée  au  n°  15  sous  la  forme 

_3iZf^f  sin  (J'-n); 
n 

on  aura  donc 

\n     n'     n  J 

et  par  suite  les  équations  annuelles  des  longitudes  deviendront 

Ces  expressions  se  simplifient  un  peu,  si  l'on  admet,  outre  la  relation 
w— 3n'  +  2?i!."  =  o,  les  deux  suivantes  n—2n'=-o,  n'  —  2n"  =  0,  qui  sont  beaucoup 
moins  exactes  :  on  aura  alors  des  formules  identiques  à  celles  de  la  Mécanique 
Céleste. 
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II.   Termes  complémentaires  des  équations  qui  déterminent  les  inégalités 
séculaires  des  excentricités  et  des  longitudes  des  p>érijoves. 

24.  Ainsi  qu'on  la  vu  au  n°  18,  lorsqu'on  a  égard  seulement  à  la 
première  puissance  de  la  force  perturbatrice,  les  équations  (10),  qui  régissent 
les  variations  des  excentricités  et  des  longitudes  des  périjoves,  se  partagent 
en  deux  groupes  (  1 1  )  et  (  1 2  ),  lesquels  déterminent  séparément  les  inégalités 
périodiques  et  les  inégalités  séculaires  de  ces  éléments.  Si  l'on  veut  pousser 
plus  loin  l'approximation,  il  faut  dans  les  équations  (10)  remplacer  chacune 
des  quantités  h,  k,  h\  .  .  .  par  l'ensemble  des  termes  que  fournissent  les 
intégrales  des  systèmes  (11)  et  (12),  et  ajouter  de  même  aux  autres 
variables  a^  l,  a',  l\  .  .  .  leurs  perturbations  du  premier  ordre  par  rapport 
aux  masses.  Parmi  les  termes  du  second  ordre  qui  apparaissent  alors  dans 
les  valeurs  de 

dji     dh     cW 

cie  dt'  cw 

il  en  est  qui  sont  explicitement  indépendants  du  temps,  et  en  faisant  de 
nouveau  le  partage,  on  obtiendra  deux  nouveaux  groupes  d'équations, 
analogues  aux  groupes  (11)  et  (12),  qui  détermineront  encore  séparément 
les  inégalités  périodiques  et  les  inégalités  séculaires  de  A,  k,  //,  .  .  .  ,  en 
tenant  compte,  cette  fois,  non-seulement  de  la  première  puissance^  mais  encore 
du  carré  de  la  force  perturbatrice.  Celles  de  ces  équations  qui  se  rapportent 
aux  inégalités  séculaires  ne  différeront  des  équations  (12)  que  par  l'addition 
d'un  certain  nombre  de  termes  aux  seconds  membres  ;  dans  les  autres,  les 
tenues  primitifs  des  équations  (11)  se  retrouveront  aussi,  les  uns  sans  modi- 
fication, les  autres  sous  une  forme  plus  compliquée,  et  de  plus  il  y  aura  un 
grand  nombre  d'arguments  nouveaux. 

Les  formules  que  donne  cette  seconde  approximation  étant  substituées 
à  leur  tour  dans  les  équations  (10),  en  même  temps  que  les  formules  analogues 
relatives  aux  autres  éléments,  on  sera  conduit  encore  à  deux  nouveaux 
systèmes  d'équations  pour  déterminer  les  inégalités  de  A,  k^  h\  .  .  .  ,  en 
poussant  la  précision  jusqu'aux  termes  dépendants  du  cube  de  la  force  pertur- 
batrice^ et  ainsi  de  suite. 

1 
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Occupons-nous  d'abord  exclusivement  des  termes  non,  périodiques  que  les 
approximations  successives  introduiront  dans  les  valeurs  de  — J,  -'.  etc.,  et, 

en  ^;?Y«i?er  lieu,  de  ceux  qui  résulteront  de  la  seconde  apijroximation.  Ces 
termes    seront    très-nombreux  ;    pour    en    obtenir,    par    exemple,    dans    la 

valeur  de  ^,  il    suffit  de  prendre   dans   l'expression  H  (n°   17)  un  terme 

d'argument  quelconque,  et  d'y  augmenter  les  quantités  a,  l,  h,  k,  a\  .  .  .  de 
leurs  inégalités  périodiques  dépendantes  du  même  argument. 

Les  termes  ainsi  obtenus  seront  nécessairement  au  moins  du  premier 
degré  relativement  aux  excentricités.  En  effet,  si  le  terme  de  départ  pris 
dans  ^  est  du  degré  zéro,  la  somme  algébrique  des  coefficients  des  longitudes 

moyennes  dans  son  argument  est  égale  à  4- 1,  et  les  inégalités  de  a,  /,  a\  .  .  . 
qui  dépendent  du  même  angle,  sont  du  premier  degré  ;  si  le  terme  de  départ 
est  du  premier  degré,  il  reste  tel  quand  A,  ^',  //,  ...  y  varient  de  leurs 
inégalités  de  même  argument,  mais  il  devient  du  troisième  si  l'on  emploie  les 
inégalités  de  a,  /,  r/,  .  .  .  Pour  que  les  termes  nouveaux  soient  sensibles  à 
côté  de  ceux  qui  entrent  déjà  dans  les  équations  (i  2),  il  faut  quHls  ne  dépassent 
pas  le  pjremier  degré.  Il  faut  de  plus  que  la  petitesse  des  masses  y  soit 
compensée  par  la  présence  de  faibles  diviseurs  ;  il  y  aura  lieu  cependant 
d'examiner  aussi  les  termes  dans  lesquels  les  masses  sont  remp)lacées  par  le 
coefficient  J. 

Les  faibles  diviseurs  ne  pourront  être  que  l'un  des  nombres  n—m'+a, 
n—2n'  +  a\  .  -  .*,  leurs  multiples  et  leurs  puissances,  et  ils  se  trouvent 
exclusivement  dans  les  inégalités  qui  ont  pour  argument  l'un  des  angles 
2l'  —  l^  2I" —  l\  4.l'  —  2l,  /^l"  —  2l'.  Nous  serons  donc  conduits  à  considérer 
d'abord  dans  H  le  terme  —A  cos  (2^'—/),  faisant  partie  du  groupe 
XC  cos  (ct+f),  et  ceux  qui  dépendent  de  l'angle  âj!  —  2I. 

25.  Si  dans  le  terme  —A  cos  (2/'—/)  on  fait  varier  les  quantités  a,  /,  f/,7', 
il  s'accroit  de  l'expression 

_('''Aca->r—aA  cos  (2Z'-Z)-Asin  {2V -l)x(cl-2lV), 
\da  'la        J 

*  Il  n'y  pas  lieu  à  considérer  le  diviseur  J^,  à  cause  de  la  petitesse  du  coefficient  [o]  :  le 

terme  en  2  /?  de  —  donnerait  le  résultat  insignifiant  — ~-  ^    -'^   -j-J'- 
-~°         dt  dt  2    J/' 
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et  l'on  obtiendra    des   termes   non   périodiques   en    substituant   dans    cette 
expression  les  inégalités  d'argument  2I'  —  l^  ou  d'argument 

2T'-V  =  i8o°  +  2Z'-7, 

comprises  dans  les  formules  (X),  (XI)  et  analogues  (n°  15). 

Dans  les  valeurs  de  8(2,  Sa',  Se,  Se',  les  faibles  diviseurs  n'entrent  qu'à  la 
première  puissance,  tandis  qu'ils  entrent  au  carré  dans  Sp  et  hp'  ;  comme  on 
a  à  peu  près 


-r^  =  230, 


n—2n+a 

on  pourra  négliger  les  variations  des  grands  axes,  et  se  borner  à  faire  varier 
les  longitudes  moyennes  des  quantités  Sp,  Sp',  données  par  les  formules 
(XII).     Posons,  pour  abréger, 

p  —        _  nA 

r^        rVia'n'  n'A. 

^  =  6— y 


711' an  Qii  —  2n'  +  ay^' 

w  = 


S'    =:  6 


'a"n"  n"Ao' 


P' 

= 

m'an 

wa; 

ma'n' 

(n- 

-27i'-f-a 

)2' 

Q' 

= 

- 

n'K^ 

\n- 

-  2n'  +  a 

T 

R" 

= 

7M!'a'n' 

7l'A." 

'^m'a"n' 

'  in' 

—  2n"  f 

a"y' 

a// 

f. 

«"A" 

7n"a'n'    {n'-2n"  +  a'y  {n' - 2n" -{- a"y  ' 

les     formules    (XII)    pourront    s'écrire,    en   y    introduisant    les    quantités 
A,  ^,  h\  .  .  .  au  lieu  de  e,  tir,  e',  ...  ,  sous  la  forme 


(19)^ 


^U    =      (Fh  +  V'k')  siu  (2l'-l)-(Ph  +  F'h')  cos  (2l'-l), 
cl'  =      (qjc  +  Q'k')  sin  (2l'-I)-(Qh+Q'k')  cos  (2l'-l), 

+  (R7y  +  R'7o")  sin  (2l"-l')-(R'h'  +  U"h")  cos  (2/"-/'), 
U"  =       (8']c'  +  S"h")  sin  (2l"-V)-(8'h'  +  S"h")  cos  (2l"-l'). 


Si  l'on  porte  ces  valeurs  de  SI  et  ht'  dans  l'expression 

-A{cl-2ll')  sin  (2l'-I), 
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en  ayant  égard  à  la  relation 

2l"-V  =J^O°  +  2l'-l, 

il  vient  les  termes  non  périodiques  du  second  ordre* 

--A[P/^  +  P7/-2(QA:  +  Q7o')  +  2(R7o'  +  R'7y')]. 

Posons  encore 

2Q-P  =  a,     2Q'-2R'-F  =  a',     -2R"  =  a"; 

ce  premier  gronj^e  de  termes  non  périodiques  s'écrira  sous  la  forme 

(A)     --A(a/.-  +  a7c'  +  a'7^"). 

2 

Réduits  en  nombres,  ils  donnent,  avec  nos  unités, 

0,000  186  8  A'  +  OjOoo  123  o  h'  —0,000  079  4  h"  ; 

ils  sont  donc  très- sensible  s  à  côté  de  ceux  qui  entrent  primitivement  dans 
^',  savoii': 

0,002  452  lu — 0,000029  5  ^i'— 0,000  009  57  //'  — 0,000000  39/.:'". 

Quant  à  ceux  que  nous  négligeons,  et  qui  proviendraient  de  S(^,  Sa',  Se, 
Se',  on  peut  s'assurer  que  leurs  coefficients  atteindraient  au  plus  quelques 
unités  du  sixième  ordre  décimal.  Dans  ce  qui  suit,  nous  devrons  donc  ne  pas 
tenir  compte  des  termes  additionnels  dont  le  coefficient  serait  au-dessous  de 
0,00001.  Cela  s'accorde  avec  cette  considération  très-vraisemblable  que  l'on 
peut  tout  au  plus  compter  sur  3  chiffres  de  |  o  |. 

On  obtiendrait  encore  des  termes  non  périodiques   si  l'on   prenait  dans 

j^  les  termes  d'argument   2/'  —  /  qui   sont  du  second  degré  par  rapport  aux 

excentricités  (ils  seront  développés  plus  loin,  n"  43),  et  qu'on  y  fit  varier  les 
quantités  /i,  k,  h'  et  k'  de  leurs  inégalités  d'argument  2l'  —  l  ou  2I"  —  l',  qu'on 
peut  déduire  des  formules  (7)   (n"   10).      Mais  les  faibles  diviseurs  ne  s'y 

*  Pour  abréger,  nous  appellerons  souvent  ordre  d'un  terme,  sans  autre  indication,  le 
nombre  de  facteurs  qu'il  contient  de  l'espèce  des  masses,  et  de(jr(i  du  même  terme,  le  nombre 
de  facteurs  de  l'espèce  des  excentricités  (et  des  inclinaisons,  s'il  y  a  lieu). 
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trouveraient  aussi  qu'à  la  première  puissance,  et  on  peut  constater  que  les 
coefficients  atteindraient  à  peine  0,000001. 

Considérons  maintenant  dans  H  les  termes  d'argument  4/'  — 2/.  Comme 
ils  sont  du  premier  degré  relativement  aux  excentricités,  on  ne  devra  y  faire 
varier  que  les  éléments  /i,  k,  h\  k'.  îsous  prendrons  donc  simplement  l'ex- 
pression 


(I  0,1  \^h—(o^i^èk')  cos  (4l'  —  2l)  +  (|  0,1  \cJi—     o,ï    ^Jo')  sin  (4?'  — 2Z). 


Les  valeurs  de  SA,  Sk,  .  .  .  que  nous  y  substituerons  ne  sont  pas  celles 
qu'on  peut  déduire  des  formules  (16)  (n"  19)  ;  celles  que  nous  prendrons 
seront  moins  exactes,  mais  mieux  appropriées  au  calcul  actuel.  Pour  les 
obtenir,   nous  intégrerons  immédiatement  par  quadratures    les  valeurs    de 

^,     e— ,   (bornées  aux  termes  dont  il  s'agit),  en  ayant  égard  seulement  aux 

variations  des  périjoves  :  il  viendra  ainsi,  en  posant 


T    = 


U   = 


0,1 


2»  — 4w'+2a' 


T'    = 


2W  — 4«'  +  a  +  a'' 

v  =  - 


2)i — 47i'  +  a  +  a' 

U'  =  -. 


1,0 1 

2«.  — 4?t'  +  2a'' 


2'ii'  —  411"  +  2a' ' 


Y"  = 


1,2 


W'  = 


2,1 


211'  — 471"  + a' +  a"' 


2n'  —  471"  +  a'  +  a"  ' 

W"  =  — 


2,1 


272.'  — 4?^"  + 2a 


le  groupe  de  formules 


fêh    =      (Th  +  T'l')  sin  (41'- 2l)-(Th  +  T'h')  cos  (4^-21), 
èh'  =      (U/.:  +  U7/)  sin  (4r-2Z)-(U/i  +  U70  cos  (4^-20 

+  (Y'k'  +  y"k")  sin  (4Z"-2/')-(V7i'  +  V"A")  cos  (4^-2^; 
(20)  ^  ch"  =       (^Y'k' +  W"l-")  sin  (4l"-2l')-(W'h'  +  Yl"h")  cos  (4l"-2l'); 
ck    =       (T/.-  +  T7y)  cos  (4Z'-20  +  (TA  +  T7(/)  sin  (4/'-20, 

ck'  = 

V 
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En  substituant  dans  l'expression  trouvée  plus  haut  celles  de  ces  inéga- 
lités qui  se  rapportent  aux  deux  premiers  satellites,  et  ayant  égard  à  la 


dh 
—  2i=300  +46 —2^,  on  ouuent  aans 

périodiques 


relation  4/"— 2/'  =  360° +  4/'  — 2/,  on  obtient  dans  ^-^  les  nouveaux  termes  non 


|o,i  \(T1:  +  Th') -C^\lih+ {\J'  +  Yyc'  +Y"l-"'\. 

Il  n'y  a  pas  lieu  à  conserver  ces  termes,  car  ils  ne  donnent  que  quelques 
unités  du  sixième  ordre  décimal  ;  mais  il  n'aurait  pas  suffi,  pour  être  en  droit 
de  les  rejeter,  d'observer  qu'ils  ne  présentent  qu'un  seul  faible  diviseur  :  car 

les  termes  analogues  ne  seront  pas  tout  à  fait  négligeables  dans  ^. 

26.  Outre   les   termes  du  second  ordre  que  l'on  vient  d'obtenir  dans  la 

valeur  de  '-^,  on  doit  se  demander  s'il  ne  faut  pas  y  conserver  aussi  ceux  qui 

contiennent,  au  lieu  du  produit  de  deux  masses,  le  carré  du  nombre  J.  Il 
n'existe  d'ailleurs  aucun  terme  non  périodique  contenant  à  la  fois  un  seul 
facteur  J  et  un  petit  diviseur. 

Parmi  les  termes  de  H,  il  en  est  un,  (o)  cos  /,  compris  dans  la  partie 
1)C  cos  (c^+/),  dont  le  coefficient  est  relativement  assez  grand.  Lorsqu'on 
y  fait  varier  a  et  /,  il  s'accroît  de 

,   ^ca  cos  l  —  (o)  sinZ  c ?  =  —  (o)  f   -  —  cos  l  +  sinZ  cl  ) , 
da  \2    a  J 

et  si  l'on  substitue  dans  cette  expression  les  termes  de  0*2  et  tl  qui  dépendent 
de  /,  savoir  (n"  15,  formules  X), 

—  =  2^^^  e  COS  {/  —  tu),     èl  =  -L  ^-^a  sm  (/  — -sr), 
a  n  2     '// 

elle  fournit  le  terme  non  périodique 

_2i  (ol^^.^ 

4       n 

On  trouve  un  terme  analogue  en  prenant  dans  H  les  termes  d'argument 
2I  contenant  le  facteur  J,  savoir 

3(o)(/j  cos  2l-\-h  sin  2/), 
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et  y  augmentant  les  quantités  h  et  h  de  leurs    inégalités   dépendantes  de 
l'angle  2/,  déterminées  par  le  même  moyen  que  les  formules  (20),  savoir 

(21)     oli  =  3-  ^(h  sin  2l-h  cos  2I),     ck  =  ^  ^~\k  cos  2l  +  h  sin  2I). 
2     n  ^'  2     n  ' 

Il  vient  ainsi  le  nouveau  terme  non  périodique 

2     n 

Enfin  on  obtiendra  encore  un  terme  tout  pareil,  en  prenant,  dans  la 
partie  de  ^|  qui  provient  de  V,  les  termes  d'argument  /  qui  sont  du  second 

degré  par  rapport  aux  excentricités,  et  y  faisant  varier  h  et  k  de  leurs  inéga- 
lités d'argument  l  contenues  dans  les  formules  (7),  savoir 

(22)     cm  =  M  sin  Z,     cA:  =  ^cosL 

n  n 

Pour  former  dans  ^  les  termes  dont  il  s'agit,  il  faut  prendre  dans  V  les 
termes 

-3    eCOs(Z— ■nr)+|e=^  C0S(Z  — 'Z3-)    , 

et  les  substituer  dans  la  première  des  deux  formules 

f^^  =      I  /     /i^+PyZQ ^/^ 

\dt  na'^\  2      J  dJc     2na^     de^ 

(23)   i 

(7A;_ I    /       h^  +  k'^ym ï_j.i]^ 

\dt  na^\  2     Jdh      2na^     de' 

Il  vient  ainsi  : 

éh  =   (5)r(;i2^/.2)  cos  l+22k(k  COS  l+h  sill  ?)     . 

On   en    tire,    au    moyen    des   formules    (22),    le    nouveau    terme    non 
périodique 

Il  M!z;. 

4       n 
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Ce  terme  et  les  deux  précédents  forment  en  se  réunissant  le  terme 
unique 

7  W. 

2        7i 

dont  le  coefficient  atteint  à  peine  quelques  unités  du  sixième  ordre  décimal, 
et  que  nous  négligerons  en  conséquence. 

Le  nombre  (o)  étant  notablement  plus  grand  que  les  nombres  (i),  (2) 
et  (3),  les  termes  analogues  aux  précédents  seront  à  plus  forte  raison 
négligeables  dans  les  valeurs  de 

dh'    dh"      .   dh'" 

— ,    et   . 

di       dt  dt 

On  a  \Ti  déjà  (p.  58)  que  les  termes  de  ^'  provenant  de  R(„,,)  ne 
donnent  rien. 

27.  Par  des  raisonnements  pareils  à  ceux  du  n°  24,  on  sera  conduit, 
pour  obtenir  les  termes  non  périodiques  qu'il  faut  ajouter  à  la  valeur  de 

j^,  à  prendre  dans  l'expression  H'  en  premier  lieu  les  deux  termes 

a;  COS  (2r-])-A^'  COS  (2/"-?')- 

Si  Ton  pose  encore,  pour  abréger  l'écriture  des  formules, 
b  =  Q,    b'  =  Q'-R'  +  2S',    b"=-R"  +  2S", 

ces  termes  donneront,  par  l'emploi  des  formules  (19),  le  groupe 

(B)     --^A,/(a/j  +  a7.'  +  a'7.")  +  -A2'(b/^  +  b7/  +  b"//')- 
2  2 

En  considérant  ensuite  les  arguments  âj!  —  2I  et  4/"— 2/',  et  faisant  usage 
des  formules  (20),  on  obtiendra  de  même  les  termes 

(C)     -  -^1^0^,  (TA-  +  Tlf)  +  (|i;^[+^;i"[)[U/.-+  (U^  +  Y')h'  +  Y"h"]-(j^ÇN'h'  +  yf"h") 

auxquels  il  faut  avoir  égard,  bien  qu'ils  ne  contiennent  (ju'un   seul  petit 
diviseur,  puisqu'ils  donnent  approximativement 

0,000003532  /,■  — 0,000  014  06  A'  +  o,ooooi3  18  h". 
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On  trouvera  de  la  même  manière,  relativement  au  troisième  satellite, 
qu'il  faut  ajouter  à  la  valeur  de  -—  les  termes  non  périodiques 

(D)     -iA"(b&+b7.'+b"F'); 
2 

quant  à  ceux  qui  proviendraient  de  l'argument  /\.l"  —  2I',  ils   atteindraient  au 
plus  quelques  unités  du  sixième  ordre  décimal. 

En  ce  qui  concerne  le  quatrième  satellite,  il  n'y  a  aucun  terme  sensible  à 

ajouter  à  la  valeur  de  — — . 

Les  nouveaux  coefficients  qui  figurent  dans  les  formules  précédentes 
devant  se  retrouver  encore  souvent  dans  ce  qui  suit,  il  sera  utile  d'en  faire 
connaître  les  valeurs  approchées.  Le  tableau  suivant  contient  les  logarithmes 
de  ces  coefficients  (le  signe  —  placé  devant  un  logarithme  se  rapportant  au 
coefficient). 

Tableau  II. 


CoefF. 

Logarithme. 

Coeff. 

Logarithme. 

Coeff. 

Logarithme. 

Coeff. 

Logarithme. 

P 

—  0,4463 

P' 

0,1181 

Q 

0,2165 

Q' 

-7,8788 

R' 

-0,5339 

R" 

0,1124 

S' 

1,8487 

S" 

—  1,4076 

a 

0,7845 

a' 

0,6034 

a" 

-0,4134 

>j 

j> 

b 

0,2165 

b' 

0,6090 

b" 

-0,2566 

,5 

,, 

T 

-3,7548 

T' 

3,9494 

i      U 

3,7211 

U' 

-3,9128 

Y' 

-2,0845 

V" 

2,2582 

w 

3^5760 

W" 

-3,7450 

28.  Examinons  maintenant  s'il  y  a  lieu  d'avoir  égard  à  quelques-uns 
des  termes  non  périodiques  dépendants  du  cube  de  la  force  'perturbatrice. 

Pour  obtenir  dans  ^  les  termes  de  la  troisième  approximation,  pério- 
diques ou  non,  il  faut  prendre  son  expression  primitive,  et  y  remplacer 
chacune  des  quantités  a,  /,  /i,  h,  a' ^  .  .  .  par  l'ensemble  de  sa  valeur  relative 
au  mouvement  elliptique,  et  de  ses  perturbations  du  premier  et  du  second 
ordre,  en  conservant  dans  le  développement  les  carrés  et  les  produits  des 
perturbations  du  premier  ordre,  et    les    premières  puissances  de  celles  du 
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second.  Ceux  des  termes  obtenus  qui  seront  explicitement  ïndépendants  du 
temps  seront  tous  au  moins  du  premier  degré  relativement  aux  excentricités. 
On  le  reconnaît  aisément  en  ayant  égard  à  la  remarque  suivante,  qui 
s'applique  à  toutes  les  puissances  de  la  force  perturbatrice  :  le  degré,  par 
rapport  aux  excentricités,  d'une  inégalité  jjériodique  d'un  élément  est  au  moins 
égal  à  la  somme  algébrique  des  coefficients  des  longitudes  moyennes  dans  T argu- 
ment de  cette  inégalité,  si  elle  se  rapporte  au  grand  axe  ou  à  la  longitude 
moyenne  ;  il  est  au  moins  égal  à  cette  même  somme,  diminuée  de  i ,  quand  elle  se 
rapporte  aux  éléments  A,  k. 

Pour  que  les  termes  dont  il  s'agit  puissent  être  sensibles  à  côté  de  ceux 
que  contiennent  déjà  les  équations  (12),  il  faut  qu'ils  ne  dépassent  pas  le 
premier  degré.  Il  faut  de  plus,  pour  compenser  la  petitesse  du  produit  de 
trois  masses,  qu'il  s'y  trouve  au  moins  trois  p)etlts  diviseurs  :  on  ne  pourrait 
d'ailleurs  en  avoir  davantage,  quand  on  se  borne  au  premier  degré. 

La  présence  de  deux  petits  diviseurs  seulement  suffirait  peut-être,  si  deux 
des  masses  étaient  remplacées  par  le  coefficient  J  ;  mais  le  cas  ne  se  présente 
pas,  comme  nous  verrons. 

Considérons,  en  premier  lieu,  les  termes  qui  résulteront  du  produit  de 
deux  inégalités  du  premier  ordre.  L'une  de  ces  deux  inégalités  devra  néces- 
sairement être  prise  dans  le  groupe  (19)  (n°  25),  pour  qu'elle  puisse  avoir 
deux  faibles  diviseurs  ;  l'autre  devra  donc  être  du  degré  zéro,  et,  pour 
présenter  un  faible  diviseur,  elle  ne  pourra  être  que  l'une  des  inégalités  des 
éléments  /i,  k,  h\  .  .  .  dépendantes  de  l'un  des  arguments  2l'~l,  2l"—l'. 
Celles-ci  se  déduisent  des  formules  (7)  (n°  10)  ;  si  l'on  pose,  comme  on  l'a 
fait  par  avance  au  n°  1 7, 

A                                    A '  A   '  A" 

= —7—»    -Do—- .„./   ,    _/>    -^2    —-7 .„//  .    .,»    ^     — 


n-2n'  +  a'       °       n-2n'  +  a''       ^        n'  —  2n"  +  a''  n'-2n"  +  a"' 

elles  seront 

rdi    =      Bsm(2l'-l),     'ik  =  Bcos(2l'-l), 
{24)\  th'  =  -Bo'  sin  (2r-l)+B^'  sin  (2^"-/'),     ch' =  -B^'  cos  (2l'-1)+B^'  cos  (2l"-l') 
\'ch"  =  -B"  sin  (2/"-/'),     î/j"  =  -B"  cos  (2l"-r). 

On  peut  simplifier  les  expressions  de  la  deuxième  ligne,  en  remplaçant 


des  mouvements  des  Satellites  de  Jupiter.  67 

2l"  —  l'    par     180°  + 2/'  —  /,    confondant    n'  —  2rt!'    et    71—27/,    et    posant    en 
outre 


n  —  2n-\-a 

la  deuxième  ligne  devient  ainsi 

lit'  =  -W  sin  (2Z'-0,     ch'  =  -B'  C03  {2V -l). 

Cela  posé,  les  inégalités  (19)  et  (24),  que  nous  devons  employer  exclu- 
sivement ici,  étant  toutes  d'argument  2/'  —  ^  ou  2/"  —  /^,  pour  que  le  résultat 
ne  contienne  plus  aucune  longitude,  et  ne  dépasse  pas  le  premier  degré,  nous 
ne  pouvons  choisir  dans  -^  que  les  termes  du  premier  degré  dépendants  de 
4F— 2I,  savoir 

^=  Q-^T]k-C^^,k')  cos  (4l'-2l)  +  (\^J'\h-C^^h')  sin  (4l'-2]). 

En  y  faisant  varier  simultanément  /,  /',  A,  k.  h',  l^,  on  obtient  l'expres- 
sion 


2(2M'-ôl)l-([^èk-Co^)  W)  sin  (4I' - 2/)  +  (K^ ch - Ço^i)  Ih')  cos  (4l'-2l)], 
d'où  l'on  déduit  le  terme  non  périodique  du  troisième  ordre 


(E)     -(roXIB  +  Ço^i  .  B')(2iJc  +  Si'Jc'  +  a."îc"), 
Ce  terme  a  peu  d'importance  :  il  donne  approximativement 

—  0,000  019  A;  — 0,000  012  /t-'-f- 0,000  008  Je". 

Parmi  les  termes  non  périodiques,  de  l'espèce  voulue,  qui  proviennent 
exclusivement  des  inégalités  du  premier  ordre,  il  n'en  est  aucun  qui  con- 
tienne deux  petits  diviseurs  et  le  carré  du  coefficient  J.  En  effet,  comme  il  n'y 
a  dans   ha  et   U  aucune  inégalité    de    degré  zéro    qui    contienne  J,  on  ne 
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pourrait  espérer  obtenir  un  terme  pareil  qu'en  employant  simultanément 
l'une  des  formules  (19)  et  l'une  des  formules  (22)  ou  analogues,  dans  un 
terme  de   ~   contenant  déjà  J:    or  il  est  évident  que  la  combinaison  des 

arguments  ne  donnera  jamais  zéro. 

Il  n'en  existe  pas  non  plus  parmi  les  termes  qui  proviendront  des  inéga- 
lités du  second  ordre.  En  effet  les  inégalités  du  second  ordre  qui  con- 
tiennent le  carré  du  facteur  J  ne  pouvant  avoir  aucun  faible  diviseur,  on  ne 

peut  songer  à  prendre  dans  -^  qu'un  terme  contenant  déjà  le  facteur  J,  et 

dont  l'argument  sera,  par  conséquent,  un  multiple  de  /  ;  l'autre  facteur  J  ne 
pourra  être  amené  que  par  une  inégalité  du  second  ordre,  relative  au 
premier  satellite,  mais  aucune  de  ces  inégalités  ne  pourra  présenter  deux  petits 
diviseurs  et  avoir  pour  argument  un  multiple  de  /. 

Occupons -nous  maintenant  des  termes  non- périodiques  contenant  trois 
petits  diviseurs^  qui  peuvent  résulter  de  l'emploi  d^inégalités  du  second'  ordre 
des  éléments. 

Nous  devrons  commencer  par  déterminer  les  perturbations  périodiques^  du 
second  ordre^  des  quantités  a.,  l,  h,  h^  a' ,  .  .  .  ,  qui  présentent  trois  faibles 
diviseurs  sans  dépasser  le  premier  degré  relativement  aux  eacentricités. 

29.  On  voit  tout  d'abord  que  les  inégalités  du  grand  axe  ne  renferme- 
ront aucun  terme  remplissant  les  conditions  exigées.  Pour  obtenir,  en  effet, 
dans  A  a  trois  faibles  diviseurs,  il  faut  d'abord  en  amener  deux  par  l'introduc- 
tion des  inégalités  (19)  dans  un  terme  de  -^  ;  si  ce  terme  est  bien  choisi, 

l'argument  final  sera  un  multiple  de  2l'  —  l  ou  2I"  —  l\  et  l'intégration  donnera 
un  troisième  petit  diviseur.     Mais  les  seuls  termes  qu'on  puisse  prendre,  à 

cet  effet,  dans  ^^,  étant  ceux  d'arguments   2I'  —  l  et  4/'  — 2/,  il  est  visible  que 

le  terme  résultant  serait  au  moins  du  second  degré. 

Pour  le  même  motif,  il  n'y  a  pas  à  s'occuper  non  plus  des  inégalités  de 
la  longitude  de  l'époque,  mais  il   en   est  autrement  en  ce  qui  concerne  la 

partie  p=ftidt  de  la  longitude  moyenne  :  cela  résulte  de  ce  que  l'intégration 

peut  amener  ici  le  carré  d'un  petit  diviseur,  et  qu'il  suffit  alors  d'employer 
les  formules  (20)  ou  (24),  dont  l'effet  est,  pour  les  premières,  de  conserver 
le  degré  du  terme  du  départ,  et  pour  les  dernières,  de  le  diminuer  d'une 
unité,  tandis  que  ce  degré  s'élève  au  contraire  par  l'emploi  des  formules  (19). 


des  mouvements  des  Satellites  de  Jupiter.  69 

d'arguments  2l'—l  et  ^l'  —  2I  :  les  premiers  peuvent  s'écrire 


Les  seuls  termes  qu'il  y  ait  lieu  de  choisir  dans  ^  sont  évidemment  ceux 


et  ils  donnent,  au  moyen  des  formules  (20),  l'expression 


V  ra\/ a  J        L  ra^J  a  J 


-  sin  (2/'  —  /) 


I  \            7)1  \/ a           J        L             Tïi-J  a  J 

+  3»*'  'y- .00s  (2  Z'  —  /). 

-*î!l^Ao'V'76"  1 

Avant  d'intégrer  cette  équation,  j'observe  que  si  l'on  y  remplaçait  les 
quantités  A,  ^,  A',  .  .  .  par  leurs  valeurs  e  sin  tn-,  g  cos  ts-,  é  sin  ct',  .  .  .  ,  elle 
prendrait  la  forme 

^  =  ^e  sin  (2Z'-Z-^)  +  ^V  sin  {2I' -l-'m')  + J,"e"  sin  (zl'-l^^"). 
dv 

Les  éléments  rar,  zr',  zr"  reparaissant  dans  les  arguments,  011  peut  avoir 
égard  à  leurs  variations,  et  l'intégi-ation  donne 

_      M  sm  (2l'-l-'m)     J'e'  sin  {2l'-l-'ur')  _J"e"  sin  {2V-l-'m") 
^P-  {n-2n'  +  ay  {n-2n'  +  a'y  (^n-2n'  +  a"y        * 

OU  la  formule  équivalente 

A,-  -r. ^^^ + ^^^^    +         '^''^^"        1  sin  (2/'-0 

,  r    jh     j^hf j"h"  1  ^^^  (^^,_^)_ 

^Un-2n'  +  ay^in-2n'  +  a'y^(n-2u'  +  a"y] 
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L'inégalité  que  nous  cherchons  pourra  donc  se  mettre  sous  la  forme 

Ap=  Vif '^^^^ ^  + ^^^^^^^ ^' 


L     (?i  — 2îi  +a)  -J 

Les  termes  qui  dépendent  de  l'angle  ^l'  —  2I  peuvent  s'écrire 

^=  -^n\\^\  (/,2_/,2)_2r^(M'-7t/0+^^^^[ï;ô](/c'2-;i'2)]  sin  (4?/-2Z) 
dt^  L  —  'inis/ a  J 

+  Sîiff^yi .  2M- 2r^  (7^/i'  +  M-')  +  ^^^^'[ï^ .  2]l']i\  cos  (4/' -  2/). 
L  — ^  m  s/ a  J 


En  y  faisant  varier  les  éléments  h^  h,  h',  lé  à  raison  de  leurs  inégalités 
(24),  et  intégrant  ensuite  comme  dans  le  cas  précédent,  on  obtient  la 
nouvelle  inégalité 

L        (^v  —  2w-\-aY             m\/a         {ii—2n  +a'y  -■ 

(26)  _  _  

(îi  — 2?«.'  +  a)2  ?/z\/a         (?i  — 2M'  +  n')^     J 


—  6?î 


laquelle  dépend  aussi  de  l'angle  2l'  —  l^  comme  la  précédente,  et  pourra  en 
conséquence  être  réunie  à  celle-ci. 

Si  l'on  considère  maintenant  les  éléments  h,  k^  on  leur  trouvera  aussi 

une  inégalité  de  même  espèce   en  prenant  dans  y^,  ^^  les  termes  d'argument 

2I' —l^  et  y  augmentant  l  et  l'  de  leurs  inégalités  (19)  ;  c'est  d'ailleurs  le 
seul  moyen.  Le  terme  —A  cos  {2I'  —  l)  donne,  outre  les  termes  non  pério- 
diques (A)  considérés  au  n°  25,  les  termes  périodiques 

-^^-  =  --A[(aA;  +  a7^'  +  a'7c")  cos  {4' -2l)  +  (2ih^2i'h' +  2i"h")  sin  (47'-20], 
dt  2 
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d'où  l'on  déduit 


(     f       a/c         ,        a'A;'        ^       a"A-"      \    ■    r  y       n\ 
T  \n—2n-\-a     n—2U-\-a'      n—2n+a"J 

(27)     sh  =  lK\ 

—  ( \ -A , r.    COS  (4^—20 

V      \)i  —  2n-^a      ')i—2u,+u'     n  —  2')i+a/  ^ 


La  valeur  correspondante  de  /\k  s'obtient  au  moyen  de  celle-ci  en 
ajoutant  un  angle  droit  à  l'argument  4^—2/.  • 

Les  inégalités  des  éléments  du  second  satellite  se  détermineront  par  les 
mêmes  raisonnements.  Si  l'on  a  égard  d'abord  aux  termes  en  il'  —  l  et  ^l'  —  il 
qui  se  trouvent  dans  les  équations  différentielles,  on  obtiendra  pour  la 
longitude  moyenne  les  deux  formules 


(28) 


Ap'  =         6/i' 


--^'^AT  +  Ao'U       -^'^AT'  +  Ao'CU'  +  V') 
m' s/ a'  -j.  ,       m!  y/  a'  j 


(7i  —  2n'  +  (iy 


in  s/  a 


(/t— 2/i'  + a')2 

A'V 


+ 


_  AT  +  Ao'U 
-6n'\    ^^^"^ -,—  /.+  .... 

L        (îi— 2M'  +  a)'^ 


A  'V"  1 

{ii—2n'-\-aY     J 

COS  {2V  — l), 


Ap'    =     —12W\      ;^ 

Lm'  s/  a' 


,rms/a   \ô^B  +  ',o.ïB'  1,0    B  +  |  1,0  |B^, H    . 


.k- 

(?t  — 2w'  +  a)2  {n—2n 


'       1^      sin  (21—1) 


Tm^/a   [ô^B  +  Co^jB'        Co^B+li^B'      " 

+  12»'    =  '        '  h—  - — ' ). —  h' 

Lmvn'         (n~2n'  +  ay  (n  —  2n'  +  a'y  J 


COS  (2I'  —  l)  ; 


et  pour  l'élément  h'  la  suivante 


(29)  A/.'  =  -iA,'- 


/       2i7c         ,        2i'Jc'        ,        a"/.:"      N    .     .p       .^\ 
( 1 1 )  sm  {41—21) 

\n—  2n'  +  a     n—27i'-\-a'     n—2n'  +  a"/ 

(        ^^'        +        ^'^^'        +        ^"^f       \  COS  (4/'-20 


De  la  même  manière  les  termes  d'arguments  2l"—l'  et  4/"  — 2/'  donneront 
les  formules  suivantes,  analogues  aux  formules  (25),  (26)  et  (27)  : 
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m'Wa' 


A"W" 


,^Tn       Vï-^l^^u^n 


Ao'V"- 


+ 


m'  >s/  a' 


{n-2n'  +  a"y 


(30) 


-3"'[ 


A,'"U 


h^  .... 


'1  sin  (2Z"-Z') 

1  cos  (2l"-l'), 


(31) 


a 


b7^ 


+  - 


h'Jc' 


\)"Jc" 


2?i'  +  a      ?A  — 2rt'  +  a'      ?/ —  2 

b'A'  .         b'7i 


ï^,)sm(4r-./')) 


V'^^~2?i  +«     w  — 2W+a       n  —  2n  +a  y  J 


On  trouvera  de  même,  relativement  au  troisième  satellite,  en  consi- 
dérant successivement  les  termes  en  2I" -l'  et  ceux  en  4"-2l',  les  inégalités 
suivantes  : 


,       m' Va" 


/.:' 


(ïi-2w'+a")^ 


(32) 


7c"lsm(2/"-/') 

_  M'\-^!^^^^^  _A:II— -/.+  ....  ]cos(2r-Z'), 

L     m' Va"   (TO-2w'  +  a)2  j 
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(    (     ^^     +     w    ,+    t-f-  „)sin(4r-.ry 

(33)      A7*/'=-^A"-^ 

4  /^        b/^  b'7i'       ^       b"/i"      \         ,  ,„       ,„ 

-  1  ; ! ; -A , 77  I  COS  (4I"  -21') 

V      \?i— 2îi+o     7i— 2M+«       n—2n-\-a"J 

Au  moyen  des  inégalités  qui  précèdent,  on  obtiendra  dans  ^  des  termes 
non  périodiques  du  troisième  ordre  qu'il  y  a  lieu  de  conserver. 

On  ne  peut  évidemment  prendre  comme  termes  de  départ  que  ceux 
d'arguments  2I'  —  l^t  /[l'  —  2I.  Le  terme  —  Acos  (2/'  —  ^),  quand  on  y  fait  varier 
l  et  /'  des  quantités  A  /,  A  l\  s'accroît  de  la  quantité 

K{2\V-ùd)  sm{2l'-l). 

Prenant  pour  A/  l'ensemble  des  inégalités  (25)  et  (26),  pour  aT 
l'ensemble  de  {2S)  et  (30),  et  éliminant  l'angle  l"  par  la  relation 

l-^J'  +  2l"=lSo°, 

on  obtiendra  pour  2  Al'  —  /2^l  une  expression  de  la  forme 

2M'-M=(ehi-c'h'  +  c"Jc")  sin  (2l'-])-(eh  +  c'h' ^c"h")  cos  (2/'-^), 

et  par  suite  on  aura  dans  ^—  les  termes  non  périodiques  du  troisième  ordre 

(F)     ^A(e7:  +  c'h'  +  c"k"). 
2 

Les  nombres  C,  C',  c''  ont  pour  valeurs  approchées  de  leurs  logarithmes 
les  nombres  respectifs 

—  1,7714,    0,0565,    1,7380; 
il  en  résulte  pour  les  termes  (F)  la  valeur  numérique 

—  0,000  017  92  /i;  +  o,ooo  034  56  /j'  +  o,ooo  016  60  h", 

et  par  suite  on  ne  doit  pas  les  négliger. 

Si  l'on  prend,  au  contraire,  dans  jj^'  les  termes  d'argument  4/'  — 2/,  et 

qu'on  y  augmente  les  éléments  h,  k,  h\  h'  de  leurs  inégalités  exprimées  par 
les  formules  (27),  (29)  et  (31),  on  obtient 

L 
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4"^-?-^        V'i— 2n'  +  a     ?J  — 2>^'  +  a'      n—2u'  +  a"J' 

Mais  ces  termes  sont  négligeables,  les  coefficients  atteignant  à  peine  une 
unité  du  sixième  ordre  décimal. 

So.  Par  une  analyse  toute  pareille  à  la  précédente,  on  reconnaît  que  les 

termes  non  périodiques  du  troisième  ordre  qu'il  faut  ajouter  à  l'expression  de 

dh' 

-TT  proviennent  : 

i"  des  termes  en  ^l'  —  2I  et  4^  —  2/',  traités  par  l'emploi  simultané  des 
formules  (19)  et  (24)  ; 

2°  des  termes  en  2/'-/,  traités  par  les  formules  (25),  (26),  (28) 
et  (30)  ; 

3°  des  termes  en  2I" —l' ^  traités  par  les  formules  (28),  (30)  et  (32)  ; 

4°  des  termes  en  4V  — 2I  et  ^V  —  2l\  traités  par  les  formules  (27),  (29), 
(31)  et  i-y^). 

Dans  le  calcul  des  termes  de  la  troisième  espèce,  si  l'on  prend  pour  Al' 
l'ensemble  des  inégalités  (28)  et  (30),  en  remplaçant  dans  les  premières 
2/'— /par  2/"  —  /'— 180°,  et  pour  Al"  l'ensemble  des  inégalités  (32),  on  aura, 
pour  la  diffiirence  2  Al"  —  Al!  qu'il  y  a  lieu  de  considérer,  une  expression  de 
la  forme 

2M" -M'  =  {dJc  +  ùHc'  +  ^"h")  sin  (2Z"-0-(d/i  +  d'A'  +  d'7i")  cos  {2I" -V). 

Les  nombres  d,  d',  d"  qui  s'introduisent  ainsi  ont  respectivement  pour 
logarithmes  les  nombres 

-1,2347,    ^,9832,    1,5809. 

Cela  posé,  les  termes  non  périodiques  cherchés  seront,  en  réunissant 
dans  le  groupe  (H)  ceux  de  la  deuxième  et  de  la  troisième  espèce, 


(  ^  1,0^)  B +Li25_l  B')  (a/^  +  a'/y  +  a'7y') 
(G) 


(H)     \ 


-  (  li:2_iB' +  ^i^  B")  (b/.- +  b'/y  +  b'7/'), 

-iA,/(c/^  +  c7,;'  +  c'7y') 
2 

+  iA2'(dA-  +  d7o'  +  d'7y') 
V     2 
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avec  le  groupe 

4  \ii  — 2)1  ■\- a     n  —  2n+a'     n  —  2n+a"J 

+-[(1  i,o|+|i;2|)A2  +v  1,2/'^  J( rr-+ T^—,-^ rr-7/)' 

4     "^ — -^  \n—2w-^a     n — 2?i +a'     n  —  2n+a"J 

dont  les  coefficients  n'atteignent  que  le  sixième  ordre   décimal,  tandis  qu'ils 
atteignent  le  cinquième  ordre  dans  les  groupes  (G)  et  (H). 

Relativement  au  troisième  satellite,  on  aura  de  même  à  considérer  dans 
— ^  les  termes  d'arguments  /\l"  —  2l'  et  2l!'  —  l\  mais  les  termes  qui  en  résultent 

sont  insensibles,  comme  atteignant  à  peine  le  sixième  ordre  décimal. 

Aucun  des  termes  non  périodiques  dépendants  du  cube  de  la  force  'pertur- 
batrice ne  dépassant  quelques  unités  du  cinquième  ordre  décimal,  il  n'y  a  pas 
lieu  à  se  préoccuper  de  ceux  qui  dépendent  de  la  quatrième  puissance. 

Dans  la  discussion  qui  précède,  nous  avons  pris  pour  règle  de  ne  con- 
server que  les  termes  dont  les  coefficients  atteignent  au  moins  0,000  01  ; 
mais  il  ne  faut  pas  oublier  qu'un  grand  nombre  de  termes  rejetés  avaient  des 
coefficients  supérieurs  à  0,000  001,  et  même  à  0,000  005.  On  devrait  donc 
avoir  égard  à  ces  derniers,  si  l'on  voulait  que,  dans  les  équations  complétées, 
les  coefficients  fussent  exacts  à  0,000  01  près,  ce  qui  supposerait  qu'on  pût 
compter  sur  trois  chiffres  dans  la  valeur  du  coefficient  primitif  |  o  j,  qui  est  le 
plus  considérable  de  tous. 

31.  Nous  avons  déterminé,  dans  les  n°'  25  à  30,  ce  quïl  faut  ajouter  aux 
termes  non  périodiques  primitifs  des  valeurs  de 

cU  '    clt  '     cU  ' 

pour  avoir  égard  aux  puissances  supérieures  de  la  force  perturbatrice.  Les 
termes  nouveaux,  qui  sont  donnés  par  les  formules  (A),  (B),  (C),  .  .  .  (H), 
sont  encore  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  variables  ^,  k',  k"  :  ceux 
qu'il  faudrait  ajouter  pareillement  aux  valeurs  de 

dk    ciy    clk" 
dt'     dt'     dt^ 

se  déduiraient  d'ailleurs  de  ceux-ci  par  le  changement  de  k,  k',  h"  en 
—  ^,  — //,  —h".      Il  en  résulte  qu'après  avoir  été  ainsi  complétées,  les  équa- 
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tions  différentielles  (12)  présenteront  encore  la  même  forme,  avec  cette 
restriction,  toutefois,  qu'il  n'existera  plus  entre  les  coefficients  les  relations, 
telles  que 

■/Uv/a[o,i]  ^  m' \/a'\_i,o], 

qui  liaient  les  coefficients  primitifs.  Leurs  intégrales  seront  donc  encore 
de  la  forme  (13),  avec  des  valeurs  différentes  pour  les  nombres  ^,  ^1,  g.2^  g^  et 
pour  ceux  qui  en  dépendent  ;  on  pourra,  pour  les  obtenir,  suivre  la  marche 
ordinaire,  seulement  les  équations  de  condition,  bien  que  se  présentant  encore 
sous  la  forme  (15),  ne  seront  plus  susceptibles  d'acquérir  la  même  symétrie. 
Pour  ce  motif,  il  vaudra  mieux  intégrer  les  équations  (12)  sous  leur  forme 
primitive,  et  calculer  ensuite  les  variations  des  arguments  et  des  coefficients 
obtenus,  dues  aux  variations  que  les  termes  complémentaires  font  éprouver 
aux  nombres  |  o  |,  [0,1],  .  .  .:  on  pourra  suivre  à  cet  effet  la  méthode 
élégante  et  rapide  exposée  par  Jacobi  au  tome  30  du  Journal  de  Crelle  ('  Zur 
Théorie  der  Sacularstorungen  '). 

La  marche  que  nous  venons  de  développer  offrira  sans  doute  une  exacti- 
tude bien  suffisante  pour  la  détermination  des  mégalités  séculaires  des 
excentricités  et  des  longitudes  des  périjoves  ;  cependant,  comme  il  est  facile 
d'obtenir,  avec  les  mêmes  termes  et  sans  complication  nouvelle,  une  seconde 
approximation,  nous  allons  le  faire,  d'autant  plus  que  le  procédé  ainsi  perfec- 
tionné revient  à  celui  de  Laplace. 

Nous  serons  conduits  au  nouveau  mode  de  calcul,  en  mettant  sous  une 
forme  nouvelle  les  expressions  des  termes  complémentaires  des  divers  ordres. 
Supposons  effectuée  l'intégration  des  équations  (12),  complétées  comme  il  a 
été  dit.  Connaissant  avec  assez  de  précision  les  variations  séculaires  des 
excentricités  et  des  longitudes  des  périjoves,  nous  pourrons  d'abord  remplacer 
les  formules  (19)  (n°  25)  par  des  expressions  plus  approchées,  ne  dépendant 
plus  des  corrections  incertaines  a,  a',  a''.  Celle  des  formules  (19)  qui  se 
rapporte  au  premier  satellite  a  été  obtenue  en  intégrant  par  quadrature,  avec 
quelque  égard  aux  variations  de  tn-  et  tô',  une  équation  de  la  forme 

■^  =  Lesin  (2l'-l-^)  +  L'e'  iim(2l'-l-':^'), 

L  et  L'  étant  deux  nombres.     Mais  on  peut  tenir  un  compte  beaucoup  plus 
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exact  des  variations  séculaires  des  éléments.     Ecrivons  cette  équation  sous 
la  forme 

^2=  (L/^  +  L'/y)  sin  (2?'-/)-(LA+L7/)  cos  {2V -1). 

Si  l'on  y  remplace  A,  X-,  //,  l!  par  leurs  expressions  (13'''')  (n°  18),  elle 
devient 

j\  =  {li^-y\')U%hi  (2Z'-/-r/f-/3)  +  (L  +  L'\,')M,  sin  (2/'-/-//i^-/3i)+  .... 
On  en  tire  par  intégration  l'inégalité 

n=-     ^  +  ^^^\,Msin  (2Z'-ï-^f-/3)--i^±^^,Mi  sin  {2V -1 -g,t-i\)-  .  .  .  . 
{n  —  2n'  +  g)-  {n—2ti'  +  g^)- 

On  procédera  de  même  pour  le  deuxième  et  le  troisième  satellite. 
D'après  cela,  si  l'on  pose 


\n  —  27i'  +  gj    \n      ma'    n'      / 
\n—2n'-\-nJ  \m'a  n       u'      J 


et  que  l'on  désigne 

1°  Par  Xi,  X2,  X3  et  Y/,  Y2',  Y3'  ce  que  deviennent  X  et  Y',  quand  on  y 
remplace  g  et  X'  par  g^  et  X/,  par  ^2  et  Xo',  par  g^  eo  X;/  ; 

2°  Par  X',  Y'',  X/,  Y/',  ...  ce  que  deviennent  respectivement  les 
quantités  X,  Y',  Xi,  Y/,  .  .  .  quand  on  ajoute  dans  leur  expression  un  accent 
à  chaque  élément  de  satellite,  et  qu'on  remplace  A  par  A2',  et  A/  par  A"  ; 
on  obtiendra,  pour  les  inégalités  en  question  des  longitudes  moyennes,  les 
formules  suivantes  : 


(XVI) 


cl    =XMsin  (2r-Z-(yf-/3)  +  XiMi  sin  (2?'-Z-;/if-/3i)  +  .... 

W  =Y'Msin  (2Z'-Z-^i-/3)+yi'M,  sin  {2V -l~g^t-\\)^- , 

+  X'Msin  (2/"-/'-;/f-/5)+X,'M,  sin  (2//-Z-f/i^-/5i)+  .. 
ci//'  =  Y"Msin  (2P-Z'-^^-/3)+Yi"M,  sin  (2Z"-/'-^i/-/5,)+  •. 


Ces  formules  coïncident  avec  celles  qu'on  trouve  au  n"  7  (liv.  ^  111)  de 
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la  Mécanique  Céleste,  les  quantités  que  Laplace  désigne  par  Q,  Q',  Q''  se 
confondant  respectivement  avec  les  quantités  XM,  (Y'  — X')M,  —  Y"M.  Pour 
le  calcul  des  longitudes,  elles  remplaceront  avantageusement  les  formules 
(XII),  et  de  même  elles  seront  préférables  aux  formules  (19)  pour  le  calcul 
des  termes  complémentaires. 

Par  leur  emploi,  on  trouve  les  termes  (A),  (B),  (D)  sous  la  forme 
suivante,  où  nous  écrivons  seulement  ce  qui  se  rapporte  à  la  racine  g,  chaque 
terme  écrit  étant  censé  accompagné  de  trois  autres  qui  s'en  déduisent  en 
changeant  g  en  ^/j,  (/s  ou  g^,  tant  implicitement  qu'explicitement, 

(AO     ^A(2Y'-2X'-X)Mcos  (^f  +  /3); 

2 

(B')     F-' Ao'(2Y'-2X'-X)  +  -A2'(2Y"-X'  +  Y')1mcos  (gt  +  ft); 

(C)      --  A"(2Y"-X'  +  Y')M  cos  (r,t  +  l3). 
2 

Ces  expressions  sont  précisément  celles  qu'on  obtiendrait,  si,  pour  com- 
pléter les  équations  (12),  on  se  proposait  d'y  ajouter  les  termes  d'arguments 
gt+^1  git+^ii  .  .  .  que  l'on  peut  faire  apparaître  dans  les  équations  (10) 
par  les  approximations  successives.  C'est  en  effet  ce  dernier  moyen  qu'a 
employé  Laplace  {Méc.  Cél.  liv.  VIII,  n°  17). 

On  obtiendrait  les  termes  (C)  sous  une  forme  analogue,  en  prenant 
pour  les  calculer,  au  lieu  des  formules  (20),  celles  qui  résultent  des  formules 
(16)  (n°  19).  Mais  vu  leur  peu  d'importance,  il  sera  suffisamment  exact  de 
transformer  ces  termes,  en  y  remplaçant  simplement  les  quantités  ^,  k\  l^' 
par  leurs  valeurs 

7c  =  M  cos  (.7^  +  /3),     h'  =  VM  cos  (gt  +  jy),     h"  =  \"M  cos  (gt+ft). 
Il  vient  ainsi 


(C)     (-C^(T  +  T'\')  +  (rT;^|+^TJ])[U  +  (U'+V')X'  +  V"\"] 

-^    (W'\'  +  W"X")}Mcos  C7/+/3). 


Le  même  mode  de  transformation  suffira  également  pour  les  expressions 
(E),  (F),  (G),  (H),  et  d'ailleurs  il  est  le  seul  que  l'on  puisse  employer  pour 


des  mouvements  des  Satellites  de  Jupiter.  79 

certaines  parties  de  ces  expressions  ;  nous  savons  en  effet  remplacer  avan- 
tageusement les  formules  (19)  et  (20),  mais  il  n'en  est  pas  de  même  pour  les 
formules  (24).     Nous  mettrons  ainsi  ces  termes  sous  la  forme 

(E')     (|;^B+    o,i\  B')(a  +  a'V  +  a"\'OM  cos  (:/f  +  /3); 

(F')     ^  A  (c  +  c'V  +  c"\")M  cos  {fjt  +  /3)  ; 
2 

(G')     [-(CXo)B+^^|B')(a  +  a'V  +  a"\") 

-([T^B'+    i,2^^B")(b  +  b'V  +  b"V')]Mcos  (yi  +  /3); 
(H')'    r--A,/(c  +  c'\c'  +  "A")+-A,'(d  +  d'A'  +  d"\")lMcos((/f  +  /3). 

32.  Cela  posé,  au  lieu  de  compléter  les  équations  (12)  par  les  termes 
(A),  (B),  .  .  .  (G),  (H),  supposons  qu'on  les  complète  par  les  termes 
(A'),  (B'),  .  .  .  (G'),  (H')  qui  donnent  une  valeur  plus  exacte  des  mêmes 
quantités.     Désignons  : 

par  GM  cos  (gt+(^)  la  somme  des  expressions  (A')  et  (F'), 
par  G'M  cos  (gt+jB)  la  somme  de  (B'),  (C),  (G')  et  (H^, 
et  par  G"M  cos  (gt+(i)  l'expression  (D')  ; 

et  appelons  Gi,  G2,  G3  ce  que  devient  G  lorsqu'on  y  remplace  g  par  gj_,  ^2,  ^3 
explicitement  et  implicitement,  et  ainsi  de  suite  :  il  viendra 

"^    =\J]]c-[o,i]k'-[o,2]k"-[o,s]h"' 

+  GMcos((7^  +  /5)  +  G-iMiCos(^ii  +  /3i)  +  G2M2Cos(5r2^  +  /3,,)  +  G3M3cos(^3i+/53), 

^'  =  -[i,oyc+iT\k'-[i,2y^"-[i,3yy" 


(34) 


+  G'M  cos  (;/^  +  /5)  +  Gi'Mi  cos  (^ii  +  /3i)+  ...  -, 

^    =   -[2,0]h-Î2,iyc'+\T\h"-[2,3]¥" 

+  G"Mcos  (^f  +  /3)  +  Gi"Mi  cos  (glt  +  |3^)+  ...., 


clN 
clt 

GMsin  (rjt  +  ft)-GiUy  siu  (^,i  +  /3,)-  •.•• 


clt 


-        =   -Î^\h+[0,l-]h'+l0,2-]h"  +  [0,s]h'" 

clt 
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Ces  équations  étant  identiques,  sauf  la  forme,  à  celles  que  nous  supjjosons 
avoir  été  intégrées,  si  l'on  y  remplace  /?,  k,  h',  ...  et  leurs  dérivées  par  leurs 
valeurs  "  tirées  des  intégrales,  on  pourra  égaler  à  zéro,  séparément,  les 
coefficients  de  chaque  sinus  ou  cosinus.  On  aura  ainsi  quatre  groupes 
d'égalités  pareils  au  suivant 


(35) 


o  =  r/-[^+[o,i]X'  +  [o,2]\"  +  [o,3]X"'-G, 

O=[2,o]  +  [2,l]V  +  (^-0)X"  +  [2,3]\"'-G", 

o=[3,o]  +  [3,i]V  +  [3>2>"  +  (î7-[3])X'". 


Ces  égalités  ne  devenant  des  identités  qu'après  la  substitution  des 
nombres  q,  //,  ?/',  ?/'',  elles  pourront  remplacer,  pour  la  détermination  de  ces 
nombres,  les  équations  analogues  auxquelles  conduit  la  première  méthode,  et 
cela  aura  quelque  avantage,  parce  que  l'on  obtiendra  ainsi  du  premier  coup 
une  approximation  d'un  ordre  plus  élevé. 

Les  équations  (35)  coïncident,  dans  leurs  parties  essentielles,  avec 
celles  que  Laplace  obtient  pour  le  même  objet  {Mêc.  Cél,  livre  VIII, 
n"  17).  Laplace  n'obtient  pas  les  termes  (C),  (E'),  (F'),  (G'),  (H')  ;  par 
contre,  il  trouve,  pour  chacun  des  trois  premiers  satellites,  un  terme  dépendant 
du  cube  de  la  force  perturbatrice,  un  peu  plus  sensible  que  ceux  du  même 
ordre  que  nous  obtenons.  Ce  terme  ne  se  trouvait  pas  dans  la  première 
édition  de  la  Théorie  des  satellites  ('Mém.  de  l'Académie  des  Sciences  pour 
1788');  c'est  seulement  dans  la  Mécanique  Céleste  qu'il  apparaît,  à  côté 
des  termes  du  second  ordre  que  l'on  vient  de  calculer  par  une  méthode 
nouvelle.  Il  doit  être  rejeté  ;  car,  pour  l'obtenir,  on  commence  par  déduire 
de  l'un  des  termes  primitifs  de  l'équation,  en  y  introduisant  des  inégalités  du 
premier  ordre,  un  terme  du  second  ordre  par  rapport  à  la  force  perturbatrice, 
et  c'est  de  celui-ci  qu'on  tire,  au  moyen  d'autres  inégalités  du  premier  ordre, 
le  terme  dont  il  s'agit.* 

La  résolution  des  équations  (35)   sera  assez   pénible,  à  cause  de  cette 

*  On  obtiendrait  un  terme  non  périodique  analogue  à  celui-là,  en  introduisant  simuJtavé- 
ment  les  iné^'-alitc's  du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude  que  Laplace  introduit  siiccessiveonevt  ; 
mais  il  serait  détruit  par  un  terme,  égal  et  de  signe  contraire,  provenant  d'autres  inégalités 
qu'il  faut  aussi  considérer  en  même  temps. 
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circonstance  que  l'inconnue  g  entre  dans  les  dénominateurs  des  termes  addi- 
tionnels, mais  on  pourra  la  simplifier  par  la  méthode  de  Jacgbi,  déjà 
mentionnée  plus  haut.  On  commencera  par  négliger  les  quantités  G,  G',  G", 
et  par  résoudre  les  équations  qui  restent  alors.  Ayant  mis  ensuite  chacune 
des  quantités  G,  G',  G'''  sous  la  forme 

on  considérera  les  nombres  F,  F',  .  .  .  comme  les  variations  des  coefficients 
I  o  I,  [o,i],  .  .  .  ;  on  pourra  ainsi,  au  moyen  des  formules  de  correction 
données  dans  le  Mémoire  cité,  calculer  les  variations  correspondantes  des 
nombres  ^,  V,  x",  .  .  .  qu'on  aura  d'abord  obtenus. 

III.  Inégalités  des  rayons  vecteurs  et  des  longitudes,  dépendantes  des  puissances 
supérieures  de  la  force  perturbatrice. 

2,2,-  Les  inégalités  calculées  dans  les  Chapitres  précédents  pour  les 
rayons  vecteurs  et  les  longitudes  sont  exclusivement  du  premier  ordre  par 
rapport  à  la  force  perturbatrice  :  nous  allons  reconnaître  qu'il  y  a  aussi,  con- 
trairement à  l'assertion  de  Laplace,  des  termes  sensibles  dans  le  second 
ordre  et  même  dans  le  troisième.* 

Les  termes  du  second  ordre  qui  apparaissent  dans  les  expressions  de  r 
et  de  V,  sont  de  deux  espèces  :  les  uns  contiennent  les  carrés  et  les  produits 
des  perturbations  du  premier  ordre  qui  affectent  les  éléments,  et  les  autres 
dépendent  de  leurs  perturbations  du  second  ordre.  Pour  obtenir  les 
premiers,  il  suffira,  parmi  les  perturbations  des  éléments  des  satellites,  de 
considérer  celles  des  éléments  e  et  rn-  ;  celles  des  éléments  a  et  ^  ne  donneraient 
que  des  résultats  comparativement  négligeables,  soit  par  l'absence  ou  le  trop 
petit  nombre  de  faibles  diviseurs,  soit  par  la  présence  de  l'excentricité  comme 
multiplicateur.  Quant  aux  termes  de  la  deuxième  espèce,  nous  verrons  qu'il 
en  est  encore  à  peu  près  de  même. 

Reprenons  les  formules  (i)  (n°  7),  qui  donnent  les  valeurs  de  r  et  v 
dans  le  mouvement  elliptique,  et  augmentons-y,  dans  les  seconds  membres, 
chacune  des  quantités  e,  ttt  de  ses  inégalités  du  premier  et  du  second  ordre, 

*  Les  termes  principaux  du  second  oi'dre,  obtenus  dans  ce  paragraphe,  ont  été  retrouvés 
ensuite  par  la  méthode  même  de  Laplace.  Voir  le  No.  2214  des  Astronomische  Nachrichten 
(tome  93). 
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désignées  respectivement  par  les  caractéristiques  8  et  A  ;  il  viendra,  en  se 
bornant  à  considérer  les  termes  du  second  degré  par  rapport  aux  excentricités, 
négligeant  les  produits  de  la  et  8/  par  le  et  elrs^  et  ne  conservant  que  les 
termes  du  second  ordre  par  rapport  aux  masses, 


(36) 


—  =  — r(e?'nj-)2  cos  (Z  — ■nr)  — 2?eec'nr  sin  (Z— •îîr)]+-ce2  —  ce^  cos  (2Z— 2to-) 
a        2e  22 

+  (ec'nr)2cos  (2Z— 2'cj)  — 2ceec'n7  sin  (2Z  — 2-^7) 

+  —  — [^eco=!  (Z  — «7)  +  e:^'5T  sin  (?  — 'CT)]  +  e -^e  — e[Aec03  (2Z  — 2^)4-6  n-jît  sin  (2?—  2^-)], 
a 

A)' =  —  i[(ec'nx)2sin  (Z— •nr) +  2êee2'or  cos  (/— 'ro-)]  +  ^ce2  sin  (2^  —  2^) 
e  4 

— 5[(eo'Z3-)2  sin  (2Z— 2'Z3-) +  2^ee?'nT  cos  (2Z  — 2'nT)] 
2 

+  A7+2[Ae  sin  (/  — w)  — eA'iB-cos  (Z— ■et)] +5e[j\e  gin  (2Z  — 2^)  — eA-ax  eos  (2Z— 2'Er)]. 


Parmi  les  inégalités  qui  résulteront  de  ces  formules,  celles  qui  présentent 
l'excentricité  en  diviseur  auront  des  valeurs  numériques  considérables  ;  mais 
on  sait  {Annales  de  V  Observatoire,  t.  II,  p.  56)  qu'elles  seront  détruites  par 
des  termes  égaux  et  de  signes  contraires,  compris  dans  la  dernière  ligne  pour 
chacune  des  deux  formules. 

On  évite  de  faire  apparaître  ces  termes  en  substituant,  même  partielle- 
ment, aux  éléments  e,  t^  les  éléments  A,  h.  En  effet,  si  dans  les  seconds 
membres  des  équations 

Il  =  ('  sin  'C7,     k  =  e  cos  -nr, 

on  remplace  e  ci  rsy  par   e  +  Se  +  A  e  et  ro-  -i-  oct  +  A  ct,   et  que  l'on  y  conserve 
seulement  les  termes  du  second  ordre,  on  obtient  les  formules 

A/i  =r  Ae  sin  •sr  +  e-^'OT  cos  'w (ec'zzr)^  sin  'Z!7  +  -()eec'm  cos  -nr, 

2e  e 

S^h  =  Ae  cos  'Z3-  — eA'îs-  sin  ■cr (et'îc-)^  cos  is- ceec'm  sin  w, 

26  e 

d'où  l'on  tire 


(37)' 


^e    =  A/t  sin  'm  +  ^h  cos  w^-—  (e^'m)'^, 


eA-zo-  =  A/t  cos  -r^r — A/i  sin  ot oeetco. 

6 
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Ar 


D'après  cela,  les  termes  des  valeurs  de  —  et  a i^  qui  dépendent  de  Ae  et 
eAî3-,  peuvent  être  remplacés  respectivement  par  les  expressions  : 

/-(A/i  sin  l  +  ^l:  cos  l)  +  h^h  +  JcMi-[(JcMc-hMi)  cos  2l  +  (h:sh  +  hMi)  sin  2I] 

[(ec'^y  cos  (Z— -et)  —  icee'c'ur  sin  (/  — ■37)]  +  -  (ee«7)^ 

26  2 

[(eC'Er)2  çQg  (2?  — 2'ro-)  — 2ceec'CT  sin  (2^  —  2-57)], 


2(Ayl-  sin  l—^h  cos  Z)  +  -[('tAÂ;-/jA/i)  sin  2l—(JhMi-\-'kMi)  cos  2^] 

+  -  [(62-2:7)2  sin  (l  —  'Bj)-\-2lee(i'B7  cos  (^  — 'TO")] 
e 

+  ^  [(e2'r3-)2  gjjj  (2Z  — 2'ro-)  +  2oeec'C7  cos  (2Z— 2'C7)]. 
V     4 


Les  formules  qui  donnent  —  et  A  y  peuvent  donc  s'écrire  : 


(38) 


^^1=1  [cV  +  (eO'sr)2]--{[?V-(6c'^)2]  cos  (2Z-2^)  +  2?ee?'=r  sin  (2Z-2^)} 
a         2  2 

+  :^^_(^7i  sin  Z  +  A/r  cos  /)  +  ^AA  +  /^AZ;-[(A,a^-/«AA)  cos  2l+{h^h  +  hMi)  sin  2?], 

/        « 
\ 
Av  =  ^([fe^  — (ec-zB-)-]  sin  (2/  — 2'ro-)  —  2?eeC'Zîr  cos  (2?  — 2^)} 

4 

+  ^/+2(-^7^sin?-A/i  cos  0  +  ^  l{l:M--liMi)  sin  2l-(h^l-  +  kM<)  cos  2^], 


et  elles  sont,  comme  on  le  voit,  débarrassées  des  termes  en  question. 

Ces  formules  présentent  encore  un  autre  avantage  :  c'est  de  substituer 
le  calcul  des  quantités  Ah,  Ak  à  celui  des  quantités  as,  eA^^  qui  a  besoin 
d'être  bien  conduit  pour  être  commode  et  symétrique. 

Appliquons-les  successivement  à  chacun  des  satellites,  et  calculons,  en 
premier  lieu,  les  termes  qui  proviendront  des  perturbations  du  premier  ordre. 
Les  plus  importantes  de  ces  perturbations  sont  données  par  les  formules 
(7)  (n°  10)  ;  elles  donneront  pour  les  rayons  vecteurs  et  les  longitudes  les 
termes  du  second  ordre  suivants  : 
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(XVII) 


'^     =iB2-lB2cos  (4Z'-40, 
a  2  2 

Sr     =  -5B2  sin  (4Z'-47)-^  B  ^-^  sin  (2Z'-2/); 

4  2  7i 

^       =iB'2-iB'2cOS   (2/-2//), 


Aj 


_,7/^_5    Ti/  00  sir 


y    =5B'2sin(2Z-2/')-^  B'iVsin(Z-0; 


^    =iB"2-iB"2cos  (2Z'-2Z"), 
a."  2  2 

Av"  =5B"2siii(2Z'-2r')-^B"^sm  (Z'-//'); 

4  2         '/;," 


Av'"  =  o. 

On  trouve  dans  la  Mécanique  Céleste  (liv.  VIII,  n"  i8)  une  partie  des 
inégalités  ci-dessus,  savoir  les  premiers  termes  des  valeurs  de  Az/,  Av'  et  Ap". 
Lors  de  la  réduction  en  nombres,  Laplace  n'y  a  égard  que  dans  la  longitude 
du  second  satellite  :  il  y  aurait  lieu  cependant  à  en  tenir  compte  aussi  dans 
celle  du  premier,  si  l'on  devait  y  conserver  tous  les  termes  que  conserve 
Laplace  et  avec  toutes  leurs  figures  décimales.  En  effet  la  deuxième  des 
formules  précédentes  donne  approximativement  (en  secondes  centésimales)  : 

Av=  -I2",54  sin  (4?'— 4/)-4",26  sin  (2^'  — 2?); 

or  les  termes  du  premier    ordre    dépendants  des   mêmes    arguments    sont, 
d'après  la  Mécanique  Céleste  : 

-3",76  sin  (4?''-40-5O5o">59  sin  (2l'—2l). 

On  saurait  à  quelle  limite  il  convient  de  s'arrêter,  si  l'on  connaissait  le 
nombre  des  chiffres  sur  lesquels  on  peut  compter  dans  les  valeurs  des  divers 
coefficients.  Pour  avoir  une  règle,  et  ne  pas  multiplier  outre  mesure  les 
termes  de  correction,  7ious  conviendrons  ici  encore  de  ne  conserver  dans  nos 
formules  que  les  termes  dont  le  coefficient  dé'passe  une  unité  du  cinquième  ordre 
décimal^  ce  qui  est  à  peu  près  la  valeur  de  Varc  de  deuv  secondes  sexagésimales^ 
ou  de  six  secondes  centésimales.     Nous  aurons  soin,  cependant,  pour  les  termes 
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qui  ne  sont  pas  beaucoup  au-dessous  de  cette  limite,  soit  d'en  donner  la 
formule,  soit  d'en  indiquer  au  moins  le  mode  de  calcul. 

D'après  cela,  la  valeur  précédente  de  Ai;  devra  être  réduite  à  son  premier 
terme. 

En  ce  qui  concerne  les  rayons  vecteurs,  les  termes  non  périodiques  des 
valeurs  de  A 7%  A?-',  Ar"  sont  sensibles  à  côté  de  ceux  du  premier  ordre 
obtenus  au  n°  1 1 . 

34.  Nous  avons  à  examiner  maintenant  les  termes  qui  seront  introduits 
dans  les  formules  (38)  par  les  perturbations  du  second  ordre  des  éléments,  et 
tout  d'abord  à  calculer  celles  de  ces  perturbations  qui  nous  seront  utiles. 

Un  certain  nombre  d'entre  elles  pourront  avoir  des  valeurs  sensibles  : 
car  il  pourra  s'y  trouver,  outre  les  faibles  diviseurs  provenant,  quand  il  y  a 
lieu,  des  inégalités  employées,  d'autres  diviseurs  pareils  résultant  de  l'inté- 
gration finale.  Les  faibles  diviseurs  qu'on  peut  obtenir  par  l'intégration  ne 
sont  pas  seulement  les  nombres  n  —  2?2',  72'  — 2??/',  comme  lorsqu'il  s'agissait 
des  inégalités  du  premier  ordre  ;  il  faut  y  joindre  le  nombre  SjV'  —  2j'\  jf 
étant  le  moyen  mouvement  de  Saturne.  Une  autre  circonstance  peut  encore 
contribuer  à  rendre  sensibles  certaines  des  inégalités  que  nous  cherchons  : 
la  substitution  du  facteur  J  à  l'une  des  deux  masses  équivalant  à  peu  près 
à  l'introduction  d'un  faible  diviseur,  il  y  aura  lieu  à  examiner  les  termes 
du  second  ordre  qui  contiennent  la  première  ou  la  seconde  puissance  de  ce 
facteur. 

Pour  nous  arrêter  à  la  limite  indiquée  plus  haut,  nous  commencerons 
par  rejeter  tous  les  termes  dépendants  des  excentricités  des  satellites.  En  consé- 
quence, les  inégalités  du  premier  ordre  dont  nous  aurons  à  faire  usage 
seront  exclusivement  celles  qui  ne  dépendent  pas  de  ces  excentricités  :  si 
nous  voulons  qu'elles  amènent  un  premier  petit  diviseur,  nous  ne  devrons 
prendre,  parmi  les  inégalités  des  éléments  des  satellites,  que  celles  du 
groupe  (24). 

Il  n'en  sera  pas  de  même  pour  les  variations  des  éléments  elliptiques  du 
Soleil  :  dans  celles-ci,  au  contraire,  nous  prendrons  uniquement  V inégalité  à 
longue  période  due  à  l'action  de  Saturne  sur  Jupiter. 

Cela  posé,  considérons  le  premier  satellite,  et  cherchons  d'abord  les 
valeurs  de  Aa  et  A/,  cette  dernière  quantité  se  composant  des  deux  parties 
A^,  Ae. 
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Supposons,  en  premier  lieu,  que  l'on  fasse  varier  seulement  les  éléments 
des  satellites.  Chacun  des  termes  que  nous  obtiendrons  ainsi  dans  A(2  et  a^ 
ne  pourra  avoir  d'autre  faible  diviseur  que  celui  de  l'inégalité  qui  aura  servi 
à  le  former  :  en  effet,  devant  être  du  degré  zéro  relativement  aux  excen- 
tricités, il  ne  pourra,  en  vertu  de  la  propriété  énoncée  au  commencement  du 
n°  28,  présenter  aucun  des  arguments  2/'  —  /,  2I"  —  l'^  ou  de  leurs  multiples. 
D'ailleurs  tous  les  termes  du  premier  degré  qui  existent  dans  les  expres- 
sions de 

da     d^p     de 

dt'   d^'   de 

excepté  seulement  ceux  d'argument  2I'  —  l,  donneront  par  l'emploi  des  formules 
(24)  des  inégalités  de  cette  espèce.  Pour  en  apprécier  l'importance,  obser- 
vons que  les  plus  considérables  seront  celles  où  l'une  des  masses  est  remplacée 
par  le   facteur  J  ;  on  les  obtiendra  en  prenant  pour  terme  de  départ  celui 

que  fournit  la  partie  f -^e  cos  (l—"^)  de  la  fonction  perturbatrice.  Il  vient 
ainsi  les  inéo^alités 

a        n—n 
(39)^  >  =  3      (°>     Bsin  (2V-2J), 

Lf  =  _13  _M^B  sin  (2l'-2l), 

\_  4     'Ib  —  lV 

dont  les  coefficients  respectifs  sont  à  peu  près 

0,000005,     0,000017,      — 0,000  ooS: 

elles  n'ont  donc  aucune  importance,  et  à  plus  forte  raison  celles  qui  con- 
tiennent effectivement  deux  masses  seront-elles  insignifiantes. 

Il  en  sera  de  même  pour  le  deuxième  et  le  troisième  satellite. 

Lorsqu'on  prend  pour  termes  de  départ  ceux  qui  dépendent  de  l'angle 
2Ï —l^  on  ne  trouve  aucun  résultat  pour  a«  et  a/o,  mais  on  obtient  dans 

l'expression  de  -^  le  terme  constant  du  second  ordre: 


dt 


(40) 


dAi 

dt 


29», 
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Il  nous  reste  à  voir  s'il  n'y  a  pas  de  termes  sensibles  parmi  ceux  de 
A  a,  Ap,  Ae  qui  ne  contiennent  aucun  petit  diviseur^  mais  dans  lesquels  chacune 
des  masses  est  remplacée  par  le  facteur  J. 

Ces  inégalités  s'obtiennent  en  traitant  par  les  formules  (22)  les 
ternies  de 


qui  proviennent  de 


da     d^p     de 

dt'    dt^'    Jt 


f  — ,  e  cos  (Z— -et). 


On  n'obtient  rien  dans  -—  et  --^,  mais  on  trouve  dans  -4  le  nouveau  terme 

dt  dr  dt 

constant 

dt 


(41)  -1^=-  -^^ 


35.  Les  expressions  (40)  et  (41}  sont  les  termes  du  second  ordre 
qu'il  faut  ajouter  à  la  quantité  o-  du  n"  11.     Evaluons  aussi  ceux  qu'il  faut 

ajouter  à  la  quantité  ^  du  même  n°  ;  ils  seront  donnés  par  la  partie 

—  {Mù  cos  lAr^ti  sin  /) 

de  la  première  formule  (38),  où  il  faudra  remplacer  A  A,  A^  par  leurs  termes 
de  deoré  zéro  et  d'arsfument  l.  Nous  avons  d'abord  à  évaluer  ceux-ci.  Ils 
ne  peuvent  évidemment  contenir  qu'un  seul  faible  diviseur,  et  pour  en 
contenir,  il  faut  qu'ils  aient  été  obtenus  au  moyen  des  formules  (24).  Or  si 
l'argument  de  l'inégalité  employée  est  2I! —  l  oxx.  2l"  —  l\  on  ne  peut  prendre 
pour  celui  du  terme  de  départ  que  2I'  ou  2Ï—2I.  Rassemblant  les  termes  de 
ces  deux  provenances,  on  obtient  pour  A  A  l'expression 

A7.=  ^«p(-2A'2^  +  7A,'=^  +  3A2'«)B+(2A,<')  +  A2<"-^2^B'j  sin  l, 

et  pour  aZ;  la  même  expression  où  cos  l  remplace  sin  l. 

Il  faut  considérer  en  outre  les  inégalités  sans  faible  diviseur  qui  con- 
tiennent le  carré  du  nombre  J.  On  les  obtient  pour  li  en  introduisant  les 
valeurs  (22)  de  o/i  et  S^-  dans  les  termes 

~  =  (o)/t-f  3(o)(7.-  cos  2/  +  /'  sin  2?), 
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ce  qui  donne 


on  a  de  même 


^h  ■=  4  ^^-^  sin  l  ; 


AZ-  =  4  i-^  cos  1. 


D'après  cela,  les  termes  du  second  ordre  qu'il  faut  ajouter  à  la  valeur 
de  -  sont  les  suivants  : 

a 

(42)      -4^^'--\,Q(-2A'-^>+7V-  +  3A«)B+(2A,'')  +  A,<->-^^;;)b]. 

L'ensemble  des  termes  non  périodiques  que  le  carré  de  la  force  perturba- 
trice introduit  dans  le  rayon  vecteur  du  premier  satellite  se  composera 
donc  : 

1°  De  la  partie  ^af'^y,  déjà  indiquée  au  n°  1 1  ; 

2°  Du  terme  ^aW  compris  dans  les  formules  (XYII)  ; 
°  Des  termes  que  les  expressions  (40)  et  (41)   ajoutent    à   la  partie 


0 

a 

3  ^^ 


^-^a  : 


4"^  De  ceux  que  la  formule  (42)  ajoute  à  la  partie  1\. 

Si  l'on  remplace  -f-)'  W^^  la  valeur  approchée  —  ^-^,  on  obtiendra  pour 


9 
l'ensemble  de  tous  ces  termes  la  formule 


a        2  9      w^ 


(X^ail)  +-^  ^(-2aA'-^'+i7«A/^>  +  7aA2'-")B 

^  '  12     fX 


3    A'V  «V 


Les  deux  termes  de  la  première  ligne  sont  seuls  un  peu  sensibles,  les 
autres  n'étant  que  du  huitième  ordre  décimal. 

Pour  le  deuxième  et  le  troisième  satellite,  on  pourra  même  se  borner 
aux  termes  non  périodiques  contenus  dans  les  formules  (XVII),  et  pour  le 
quatrième  il  n'y  a  que  des  termes  insignifiants. 
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36.  Cherchons  mamtenant  les  termes  que  peuvent  produire  dans  A  a  et 
Al  lesinégahtés  des  éléments  oi,  S,  H  du  Soleil  (la  longitude  moyenne  J'  est 
supposée,  suivant  l'usage,  corrigée  de  ses  grandes  inégalités).  Considérons, 
parmi  ces  inégalités,  celles  qui  dépendent  de  l'angle  5^''— 2/'^,  f ^  et  l"  étant  les 
longitudes  moyennes  de  Jupiter  et  de  Saturne.,  en  sorte  que  l'on  aZ''  =  j^+  180°. 

Si  on   les  introduit    dans   des    termes  périodiques  de  ~   ou  ^,  les  termes 

résultants  ne  pouvant  acquérir  par  l'intégration  aucun  nouveau  faible 
diviseur,  ne  donneront  rien  de  sensible  :  mais  il  en  sera  autrement  pour  les 
termes  non-périodiques,  parce  que  l'intégration  y  amènera  le  diviseur 
Sc/Î'^'  — 2j/^,  dont  la  valeur  numérique  est  environ  0,000  019  475. 

Les  expressions  de  ~  et  ^  ne  contiennent  pas  de  termes  non  pério- 
diques ;  il  s'en  trouve,  au  contraire,  dans  celle  de  y ,  laquelle  peut  se  réduire, 
à  ce  point  de  vue,  à  la  formule 

de 2^   an 

dt  na  da 

Ceux  qui  nous  seront  utiles  s'obtiendront  au  moyen  de  la  partie 
fJlR^o,s)  ^^  ^5  où  nous  prendrons  les  termes 

il  viendra  ainsi 

dt  n     jA       2^  )' 

Faisant  varier  J  et  t ,  et  remplaçant  ensuite  -^  par  -A^'^  nous  obtien- 
drons,  en  négligeant  P  à  côté  de  i,  la  formule 

<«)  ^'=-^(-^+«)- 

Les  inégalités  en  question  de  d  et  ê  sont  données  au  tome  XII  des 
Annales  de  V Observatoire  de  Paris  (p.  14  et  23)  ;  supposons-les  mises  sous  la 
forme 

-^=Fcos(5Zv_2Ziv  +  /-), 

^(^    =  G  COS   (5^-2Zi^-f-^), 

N 
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E,  G,  /.  g  désignant  des  constantes  :  nous  obtiendrons  dans  la  longitude  du 
premier  satellite  les  termes  du  second  ordre 

(XIX)     AZ=: ^^^i!!_^[Fsin(5Zv-2Ziv+/)  +  G(,^sm(5Zv_2Z-  +  ^)]. 

La  même  formule  conviendra  pour  les  trois  autres  satellites,  à  la  seule 
condition  d'y  remplacer  n  par  n\  n"  ou  n'".  Appliquée  au  quatrième 
satellite,  pour  lequel  l'inégalité  a  la  plus  grande  valeur,  elle  donne  approxi- 
mativement 

ù^V"  =  -32",3  sin  (5/^— 2Z^^'-i9=',36). 

Relativement  aux  trois  premiers  satellites,  on  observera  que  cette 
inégalité  étant  à  longue  période,  son  coefficient  devra  subir  la  modification 
ordinaire  (voir  n°  23). 

C'est  dans  la  Connaissance  des  Temps  pour  182 1,  c'est-à-dire  environ 
quinze  ans  après  la  publication  du  tome  lY  de  la  Mécanique  Céleste^  que 
Laplace  a  examiné  l'influence  des  grandes  inégalités  de  Jupiter  sur  le 
mouvement  de  ses  satellites  ;  le  même  article  a  été  reproduit  plus  tard  au 
livre  XVI  de  la  Mécanique  Céleste.  La  formule  qu'il  obtient  ne  s'accorde  pas 
avec  celle  que  nous  venons  de  trouver  ;  elle  donne,  par  exemple,  pour  le 
quatrième  satellite  l'inégalité 

AZ'"=  -44",334  sin  (5ZV- 2^^-38^,36). 

Le  désaccord  ne  peut  pas  être  théorique,  car  la  marche  que  nous  avons 
suivie  revient  au  fond  à  celle  de  Laplace  ;  on  a  dans  l'une  et  dans  l'autre  à 
développer  la  même  expression,  et  toute  la  différence  est  qu'au  lieu  d'employer 
les  inégalités  des  coordonnées,  nous  employons  celles  des  éléments  elliptiques. 
Si  l'on  répète  le  calcul  de  Laplace,  en  prenant  pour  le  rayon  vecteur  de 
Jupiter^  au  lieu  de  la  valeur  numérique  dont  il  fait  usage,  l'expression 

^  =  cyf[i-^cos(j'-n)-a.^co3(J'-n)-i-^+^a^], 

on  retombe  identiquement,  comme  cela  doit  être,  sur  la  formule  (43). 

Le  désaccord  provient  de  ce  que  la  valeur  numérique  de  ce  rayon 
vecteur,  adoptée  par  Laplace,  est  fautive  dans  son  dernier  terme 

—  0,000  264  cos  (5Z*— 2Z'^— i3',5o)  ; 
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ce  ternie  devrait  représenter  hJ+Jlêhê,  et  il  représente  en  réalité  ^J—dê^ê, 
savoir,  au  facteur  près  ——^  la  parenthèse  qui  entre  clans  (43).     L'erreur  a 

été  commise  à  la  page  132  du  tome  3  de  la  Mécanique  Céleste  (édition  de 
1802),  dans  la  réduction  des  formules  en  nombres  :  le  terme 

qui  équivaut  à  Âê^ê^  a  été  pris  en  signe  contraire.*  Lorsqu'on  y  corrige 
cette  erreur  de  signe,  la  formule  de  Laplace  s'accorde  complètement  avec 
celle  que  nous  avons  obtenue. 

Parmi  les  inégalités  de  d  et  de  0,  celles  d'argument  ^V  —  il'^,  que  nous 
venons  d'employer,  ne  sont  pas  les  plus  considérables  ;  celles  d'argument 
l^-^  —  2p  ont  de  plus  grands  coefficients,  et  elles  amèneraient  par  l'intégration 
le  nouveau  diviseur  J\i^—2u¥'  qui  vaut  à  peu  près  0,00028226,  nombre 
encore  assez  petit.  Il  y  a  donc  lieu  à  examiner  si  l'introduction  de  ces 
inégalités  dans  la  formule  (43)  ne  donnerait  pas  aussi  pour  A^  des  résultats 
sensibles  ;  mais,  même  pour  le  quatrième  satellite,  le  coefficient  n'atteint  pas  4". 

Si  l'on  considérait  dans  E(o,,)  les  termes  périodiques 

jU  COS  (  J'-n)  +2  p  COS  (2  j'-2n)j, 
lesquels  donneraient 

I   =  _3M  _|_|~^  COS  (J'-n)4-2  (f2  COS  (2 J'-2n)J, 

on  en  pourrait  aussi  déduire  des  termes  d'argument  5^""— 2/"";  il  suffirait 
pour  cela  d'y  faire  varier  les  éléments  d,  ^,  Il  de  leurs  inégalités  d'argu- 
ments ^l'  +  ^J-'^  et  5^'^—/'''.  Mais  on  n'obtiendrait  ainsi  que  des  résultats 
insignifiants. 

2)7 .  Il  nous  reste  à  calculer  les  termes  périodiques  résultant  des  deux 
expressions 

(44)  —  =  —  (AZ;  COS  /  +  -^7i  sin  l),     Ar  =  2(AA-  sin  l  —  ^h  cos  /), 

Ci 

*  Je  dois  ce  renseignement  à  l'obligeante  bienveillance  de  M.  le  Professenr  J,  C.  Adams, 
à  qui  j'avais  signalé  le  désaccord  en  question. 
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les  termes  qui  suivent  ceux-ci,  dans  les  formules  (38),  devant  être  négligés 
à  cause  des  facteurs  h  et  k  qu'ils  présentent.  Occupons -nous,  en  conséquence, 
de  déterminer  la  partie  la  plus  importante  des  valeurs  de  Ah  et  A^-. 

Certaines  inégalités,  du  second  ordre  et  de  degré  zéro,  des  éléments 
h  et  k  contiendront  deux  faibles  diviseurs,  ce  qui  n'arrivait  pas  pour  a  et  /. 
On  les  obtiendra  en  introduisant    les    inégalités    (24)    dans  les  termes  du 

premier  desrré  de  ^-^  V?  tlont  l'argument  est  o  ou  /d'  —  2I. 

^  °  dt    dt 

Prenons  d'abord  dans  ^  les  termes  non  périodiques 

0A;-[o,i]7y-[o,2]Â;"-[o,3]F'; 

nous  allons  voir  qu'il  faut  exclure  de  cette  somme  le  terme  |  o\k,  qui  en  est  la 
partie  principale. 

Ce  terme  donnerait  l'inégalité 

MB 

^h=-      ^-' sin  (2l'-l) 

n — 2n'  +  a 

dont  le  coefficient  est  assez  considérable.     Mais  il  faut  remarquer  que  l'on 
ferait  double  emploi  si  l'on  avait  égard  à  cette  inégalité  :  on  en  a  déjà  tenu 
compte  implicitement,  grâce  au  mode  d'intégration  adopté  au  n°  8. 
Reprenons  en  effet  les  équations 

^  =  2C  cos  (ct+f)  +  a7:,      '^=-2C  sin  (ct+f)-ah, 

qu'on  a  alors  intégrées,  et  supposons  que,  pour  obtenir  les  inégalités  pério- 
diques du  premier  ordre  des  éléments  h  et  k,  on  les  intègre  sans  aucun  égard 
aux  variations  séculaires  de  tr.     Il  viendra 

ih  =  2-  sin  (ct+f),    Ih  =  S-  cos  (d+f). 
c  c 

Si  l'on  veut  ensuite  passer  au  second  ordre,  on  portera  ces  valeurs  dans 
les  équations  précédentes,  en  même  temps  que  les  variations  des  autres 
éléments.     En  ayant  égard  seulement  aux  variations  de  h  et  k^  il  viendra 

— -  =  aS-  COS  (ct+J),    -—   =  — aS-  sin  (ct+f), 
at  c  ai  c 
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et  par  suite  les  inégalités  du  second  ordre 

A/i  =  aS  -,  sin  (c^+/),    ^A;  =  oi:  -„  cos  {ct+f). 

Si  l'on  portait  pareillement  dans  les  termes  a^,  —ait  les  valeurs  de  a/.',  a/^,  on 
obtiendrait  dans  h  et  ^'  les  termes  du  troisième  ordre 

a^S  ^  sin  (c^+/),      a2v  ^^  cos  (c<+/), 

et  ainsi  de  suite.  Observons  que  le  nombre  -  est  toujours  plus  petit  que 
l'unité  :  car  a=|  o  I,  et  la  plus  petite  valeur  de  c  est  n  —  2n',  auquel  cas  -  est 
environ-.  D'après  cela,  la  somme  de  toutes  les  inégalités  des  divers  ordres 
obtenues  ainsi  pour  li  sera 

S^f  1+^  +  "'+  ...  0  sin  (ci+/)  =  ^_^sin  {ct+f), 
c  \        G      c^  J  c  —  a 

c'est-à-dire  précisément  l'expression  obtenue  au  n°  8  dès  la  première  approxi- 
mation. 

Ainsi,  pour  ne  s'occuper  que  de  l'argument  2/'  —  /,  lorsque  dans  l'inté- 
gration, on  a  substitué  au  dénominateur  n  —  2n'  le  dénominateur  }i  —  2n'  +  a, 
on  a  tenu  compte,  à  la  fois,  du  terme  du  premier  ordre  dépendant  de  cet 
argument,  et  de  certains  termes  de  tous  les  ordres  suivants,  que  produiraient 
dans  h  et  k  les  termes  ak,  —ah,  ou  |  o  1^',  —  |  o  \h. 

Nous  n'avons  donc  à  considérer  ici,  parmi  les  termes  non  périodiques  de 
-r-^,  que  l'expression 

-[o,i]7y-[o,2]7y', 

le  terme  [0,3]^'  s'éliminant  de  lui-même,  parce  que  les  formules  relatives  au 
quatrième  satellite  n'ont  pas  de  faible  diviseur.  Il  en  résulte  un  premier 
groupe  de  termes  périodiques  du  second  ordre 

^^'  =  ([o,i]B'-[o,2]B")  cos  (2l'-l). 
dt 
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On  en  obtient  un  second  en  prenant  les  termes  en  4^  —  2/,  ce  qni  donne  : 

^  =  ([^  +  r^  B')  COS  {2l'-l). 
ai  ' 

Posant 

C  =  [^B  +  (C5l)  +  [o,i])B'-[o,2]B", 

ou  aura  pour  l'ensemble  des  deux  groupes  la  première  des  deux  équations 

dont  la  seconde  s'obtiendrait  par  le  même  moyen. 

L'intégration  immédiate  de  ces  deux  équations  donnerait  le  dénomina- 
teur n  —  2n'  ;  mais,  ici  comme  au  n°  8,  il  sera  plus  exact  de  prendre  7î  —  2n'  +  a. 
En  effet  si  l'on  repasse,  pour  un  instant,  aux  variables  e  et  tn-,  ce  qui  se  fera 
par  les  formules 

d'^e        .        dAh  ,  d^h       d  .  eAw  d^Ji        .        d\Jc 

——-    =   Sm  T3-  — \-    COS  'OT  —r—  , =  COS  ■CT  — ; Slll  tu——-  , 

dt  dt  dt  '  dt  dt  dt 

que  l'on  déduit  des  formules   (37),  en  y  supprimant  ce  qui  se  rapporte  à 
d'autres  termes,  on  fait  réapparaître  l'angle  zj  dans  l'argument,  ce  qui  permet 
d'avoir  égard  à  sa  variabilité. 
On  aura  donc  enfin 

(45)     ù.h= ZL^  sin  (2Z'-/),     A^  = n^  cos(2Z'-0, 

et  par  suite,  au  moyen  des  formules  (44),  on  obtiendra,  pour  le  rayon  vecteur 
et  la  longitude  du  premier  satellite^  les  termes  du  second  ordre 

(XX)     —  = ^^  cos(2Z'-2Z),      Ar  = ^^    sin(2Z'-20. 

a        n—2n+a  n  —  2n'  +  a 

Ces  termes  dépendent,  comme  on  le  voit,  du  même  argument  que  la 
grande  inégalité  du  satellite  ;  ils  en  modifient  d'ailleurs  assez  notablement  le 
coefficient,  car  on  trouve  approximativement 

A,'  =  278",8  sin  (2/'-20, 
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et  le  terme  du  premier  ordre  est,  d'après  la  Mécanique  Céleste, 

—  505o"»59  sin  {2l'-2l). 

38.  Kous  n'avons  examiné  jusqu'ici,  parmi  les  termes  de  A  A  et  a^',  que 
ceux  qui  présentent  deux  faibles  diviseurs  ;  il  reste  à  voir  s'il  en  est  de 
sensibles  parmi  ceux  qui  n'en  contiennent  qu'un  seul,  ou  qui  n'en  contiennent 
aucun. 

Les  termes  de  a  A  qui  ne  contiennent  qu'un  seul  petit  diviseur  peuvent 
se  ranger  en  deux  classes,  selon  que  ce  diviseur  provient  de  l'intégration 
finale  ou  de  l'inégalité  du  premier  ordre  dont  on  s'est  servi  pour  les  former. 

Considérons  en  premier  lieu  ceux  qu'on  obtient  par  les  variations  des 
éléments  du  Soleil,  et  où,  par  conséquent,  le  diviseur  est  ^JV'  —  2JÏ'.  Si  l'on 
prend  dans  R(o,,)  les  termes  du  premier  degré  en  ^,  et  ceux  qui  contiennent  le 
produit  eê^  et  qu'ensuite,  dans  les  termes  qu'ils  fournissent  à  l'expression  de 

—  ,  on  fasse  varier  J^  c,  Il  à  raison  de  leurs  inégalités  d'argument  5/"— 2/"", 

on  en  déduira  pour  A/i  un  nombre  assez  grand  de  termes  appartenant  à  la 
seconde  catégorie  :  on  peut  s'assurer  qu'ils  sont  tous  insignifiants. 

On  ne  rencontrera  d'ailleurs  ici  aucun  terme  de  la  première  catégorie  ; 
car  tous  les  termes  de  —  ^^^  nous  venons  de  mentionner,  contiennent  dans 

leur  argument  la  longitude  l  du  satellite,  et  par  suite  l'argument  n'y  deviendra 
jamais  égal  à  5/^— 2^'^ 

Considérons  maintenant  les  termes  de  Ah  dus  à  la  variation  des  éléments 
des  satellites.  Ceux  de  la  première  classe  ont  nécessairement  pour  argument 
un  multiple  de  l'un  des  angles  2I' —  l^  iH'—l'.  Il  y  a  deux  manières  d'en 
obtenir,  qui  consistent,  la  première  à  introduire  dans  les  termes  de  degré 
zéro  de  ^  les  inés^alités  •  de  désiré  zéro  des  éléments  a,  l,  a\  .  .  .  ,  et  la 

dt  °  ^ 

seconde,  à  porter  dans  les  termes  du  premier  degré  les  inégalités  de  degré 
zéro  des  éléments  h,  k,  h\  ...  En  considérant  les  diverses  formes  que 
peuvent  prendre,  dans  chacune  de  ces  deux  manières,  l'argument  du  terme 
de  départ  et  celui  de  l'inégalité  qu'on  y  associe,  et  en  en  formant  toutes  les 
combinaisons  possibles,  par  addition  et  soustraction,  on  reconnaît  que  chaque 
combinaison  peut  donner  autant  de  termes  qu'on  voudra  de  l'espèce  cherchée. 
Les  inégalités  les  plus  importantes  de  toute  cette  série  sont  celles  où  une 
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masse  est  remplacée  par  le  facteur  J  (substitution  qui  ne  peut  se  faire  qu'une 
fois).  Dans  celles  que  fournit  le  premier  moyen,  le  facteur  J  ne  peut 
provenir  que  du  terme  de  départ,  et  celui-ci  doit  être  exclusivement  le  terme 
(o)  cos  /;  les  inégalités  qu'on  y  introduira  sont  celles  des  éléments  a,  l  où 
l'aro-ument  est  2l'  —  2l.  Dans  celles  qui  résultent  du  second  moyen,  si  le 
facteur  J  est  amené  par  le  terme  de  départ,  celui-ci  ne  peut  être  que 

3(0) (Z;  cos  2I  +  I1  sin  2I), 

et  on  y  fera  varier  li  et  h  à  raison  de  leurs  inégalités  d'argument  —2I'  3?  ; 
si  ce  facteur,  au  contraire,  est  amené  par  l'inégalité  employée,  celle-ci  sera 
prise  dans  les  formules  (22)  ou  dans  les  formules  analogues  relatives  aux 
autres  satellites,  et  l'argument  du  terme  de  départ  devra  être  l'un  des  angles 

2I',     sl'-l,     21". 

Quant  aux  termes  de  la  seconde  classe  (ceux  où  le  petit  diviseur 
provient  de  l'inégalité  employée),  on  prendra  toujours,  pour  en  obtenir,  les 
inégalités  du  groupe  (24),  mais  le  terme  de  départ  pourra  être  l'un  quelconque 

des  termes  périodiques  du  premier  degré  que  contient  l'expression  de  -j.    On 

obtiendra  les  inégalités  principales  de  cette  nouvelle  série,  en  prenant  encore 
pour  terme  de  départ 

3(0) (/;  cos  2/  +  /isin  2I), 

ce  qui  donnera  la  première  des  deux  formules 

(46)     ^^^=3;S7,'^^i^(-^^'  +  30,     ^/.  =  ^£^^,Bcos(-2Z'-h3/), 

que  nous  aurons  à  considérer  plus  loin  (n"  44). 

Enfin  parmi  les  termes  de  Ah  qui  ne  contiennent  aucun  petit  diviseur, 
les  plus  considérables  seront  ceux  où  chacune  des  masses  est  remplacée  par  le 

facteur  J.     On  les  obtient  en  prenant  dans  '^^  le  terme  (o)/t:,  ainsi  que  le 

terme  d'argument  2I  écrit  plus  haut,  et  les  traitant  par  les  formules  (22),  ce 
qui  donne  le  résultat 

Ah  =  4  -^    sm  l 

?r 

déjà  trouvé  au  n°  35. 
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Dans  chacune  des  inégalités  que  nous  venons  d'indiquer  comme  étant 
les  plus  importantes  parmi  celles  qui  ne  contiennent  pas  deux  petits  diviseurs, 
les  coefficients  atteignent  à  peine  quelques  unités  du  sixième  ordre  décimal  : 
nous  n'y  aurons  donc  point  égard. 

39.  Toutes  les  inégalités  du  second  ordre  que  nous  venons  de  considérer 
dans  les  deux  n°^  précédents,  se  rapportent  au  premier  satellite  :  la  même 
analyse  pourra  se  répéter  dans  la  théorie  du  second.     On  sera  conduit  ù 

prendre  exclusivement,  parmi  les  termes  de  ^^  et  ^ 

i"  Les  termes  non  périodiques,  excepté  |  i  j^''  ; 
2°  Les  termes  qui  dépendent  des  deux  angles  4Z'  — 2/,  â^l"  —  2I'  ; 
et  à  traiter  les  uns  et  les  autres  par  les  formules  (24). 
Si  l'on  pose 

c'  =  (^i^+[i,o])b+(|t;3  +  |1Zi)B'+(CS)+[ï'2])B'', 

on  obtiendra  les  formules 

(47)    hU'  = Ç_-sin(2r-0,     ^h'  = ^— -,cos(2Z'-0, 

d'où  l'on  déduit,  pour  le  rayon  vecteur  et  la  longitude  du  second  satellite^  les 
termes  du  second  ordre 

(XXI)    ^  = ^^-—-  cos  d-l'),    A,/  =  — ^-^ — -  sin  (/-/'). 

Pour  le  troisième,  on  aura  pareillement,  en  posant 

C"=-[2,o]B  +  (Cji~;)  +  [2,i])B'+KÎ]B", 
les  inésfalités 


et 


(48)    ^^>'"  =  -r-^, — -sm(2l"-n,   ^h"  =  -r-^, — -co^{2l"-l'), 

n'  —  27i"-ta"  n'  —  2u"-j-a" 


<^^">  v^  =  -.t^St^™^  (''-'">•  -■■'=^y~!k:? -  (''-'"'• 


Les  formules  (XXI)  et  (XXII),  réduites  en  nombres,  donnent  approxi- 
mativement 

A/  =  5So",osm  (/-/')>     ^r"=  iio",i  sin  (l'-l"), 

0 
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valeurs   considérables   par  rapport  aux  termes  du  premier  ordre,  qui  sont, 
d'après  la  Mécanique  Céleste, 

h''  =  -ii92o",67  sin  (l-l),     cv"  =  -8o8",20  sin  (l'-l"). 

40.  Considérons  actuellement  les  inégalités  dépendantes  du  cube  de  la 
force  pertui'hatrice  qui  peuvent  affecter  le  rayon  vecteur  et  la  longitude  du 
premier  satellite. 

Reprenons  encore  les  formules  (i),  en  y  conservant  maintenant  les 
termes  du  troisième  degré  par  rapport  aux  excentricités,  mais  en  y  intro- 
duisant immédiatement  les  quantités  A,  h  au  lieu  des  éléments  e,  tn-,  afin 
d'éviter  les  termes  qui  contiendraient  en  diviseur  l'excentricité.  Si  nous  y 
remplaçons,  dans  les  seconds  membres,  chacun  des  éléments  par  l'ensemble 
de  sa  valeur  relative  au  mouvement  elliptique  et  de  ses  inégalités  du  premier, 
du  deuxième  et  du  troisième  ordre  (celles-ci  seront  désignées  par  la  carac- 
téristique â^),  les  termes  du  troisième  ordre  qui  y  apparaîtront  seront  de  trois 
espèces  différentes  :  ou  bien  ils  seront  du  troisièm^e  degré  par  rapport  aux 
perturbations  du  premier  ordre,  ou  bien  ils  contiendront  une  perturbation  du 
premier  ordre  et  une  du  second,  ou  bien  enfin  ils  contiendront  une  pertur- 
bation du  troisième  ordre.  Si  l'on  néo;lio;e  immédiatement  tous  les  termes 
qui  renferment  les  facteurs  h  et  /,',  on  aura,  en  ne  prenant  que  les  termes  du 
troisième  ordre,  et  négligeant  les  variations  de  a  et  /  du  premier  et  du  second 
ordre,  les  formules 


(49) 


=  ^  (ch-  +  ck^)(c]c  cos  l-\-th  sin  /) 
o 

—  ^[(cJc^  —  ^cJcch'^)  cos  3/+(3o7ic/,;2  — c/;^)  sin  3/] 

+  chMc  +  llc^]c-[(cJcS]c-UiMi)  cos  2l+(ch^k  +  l]c^h)  sin  2/] 
-1 (Bh  cos  l  +  èh  sin  /), 


3y  =  --{cJi^  +  cJc^)(cJc  sin  l-lh  cos  0 
4 

+  i3^(c7^3_3^/.-/,2-)  gin  sl-(s'ih(h'^-'tP)  cos  3/] 
12 

+  ^[(ch^Jc-chùh)  sin  2l—(ch:]c  +  UcM)  cos  2I] 
2 

+  cl+2(BJc  sin  l-ch  cos  /). 
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Pour  calculer  les  termes  des  deux  premières  espèces,  nous  devrons 
remplacer  dans  ces  formules  les  quantités  o/i,  ok  par  la  somme  des  inégalités 
(22)  et  (24),  et  les  quantités  aA,  A/j  par  leurs  valeurs  (45).  Posons,  pour 
abréger, 

D  = ^ ,   D'  = ,    D"  ^" 


n — 2M'  +  rt'  n—2n'-\-u''  n'  —  2n"  +  a"  ' 

les  trois  nombres  D,  D',  D"  sont  positifs  et  ont  approximativement  pour 
logarithmes  les  nombres  respectifs 

4,3404,    4,6586,    5,9368. 

Les  valeurs  de  Ah  et  a^'  seront  données  par  la  première  ligne  du  groupe 
suivant,  dont  l'ensemble  nous  servira  plus  loin, 

,^h    =  -D  sin  (2Z'-Z),  Ah    =  -D  cos  (zl'-l)  ; 

{50)  Imc'  =      D'  sin  (2l'-l),  Ah'  =      D'  cos  (2l'-l); 

(aI"  =      B"  sin  (2l"-l'),         Ah"  =      D"  cos  (2^'-^'). 

Les  termes  du  troisième  ordre  qu'on  obtient  par  ce  moyen  sont, 

f:^*  =  3  (2)b2-BD  +  JB3cos  (2Z'-2Z) 
a        ^     n  8 

+  /^BD-^  ^^B'-^  cos(4Z'-40-iB3cos  (6^-60; 
\  A     n        J  8 

ar=  (lW-z^'B  +  ^  ^Vi)  sin  (2Z'-2n 
V4  «  2     n       J 

j^flBB-z^'B]  sin  (4Î'-4n-^B3sin  (61' -61). 

\2  11?  J  12 

Ils  sont  tous  négligeables,  les  coefficients  étant  au  dessous  de  o,ooo  ooi. 

41.  Examinons  maintenant  les  termes  des  formules  (49)  qui  proviennent 
des  perturbations  du  troisième  ordre  des  éléments,  et  commençons  par 
déterminer  celles  de  ces  perturbations  qu'il  y  aura  lieu  de  considérer. 

Pour  un  élément  quelconque,  les  inégalités  qui  dépendent  du  cube  de  la 
force  perturbatrice  sont  de  deux  espèces,  selon  que,  pour  les  obtenir,  on  a 
employé  les  inégalités  du  premier  ordre  ou  celles  du  second.  Elles  ne 
peuvent  être  sensibles  qu'à  la  condition  d'être  indépendantes  des  excentricités 
des  satellites^  de  présenter  un  nombre  suffisant  de  j^^tits  diviseurs,  et  ctussi,  p)eut- 
être^  de  contenir  un  ou  plusieurs  facteurs  J  remplaqant  le  même  nombre  de  ma>^ses. 


(51) 
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Les  petits  diviseurs  peuvent  provenir  soit  des  inégalités  employées,  soit 
de  l'intégration  finale,  quand  l'argument  est  convenable.  Ils  pourront  tout 
au  plus  être  au  nombre  de  trois^  comme  on  le  verra,  et  on  conçoit  d'ailleurs, 
à  priori,  que  les  termes  qui  en  auront  un  nombre  moindre  seront  négligeables, 
surtout  s'ils  ne  contiennent  aucun  facteur  J. 

Xous  n'aurons  pas  à  considérer  le  diviseur  ^'A"' -  2J\/'  entrant  dans  un 
terme  concurremment  avec  l'un  des  diviseurs  n  —  2n\  n'  —  2n":  car  l'argument 
ne  peut  pas  alors  être  l'un  des  angles 

Parmi  les  inégalités  du  premier  ordre,  les  seules  qui  présentent  un 
faible  diviseur  sans  dépendre  des  excentricités  des  satellites,  sont  celles  des 
éléments  /i,  k^  h\  .  .  .  données  par  les  formules  (24).  Il  n'en  est  pas  de 
même  au  second  ordre,  ainsi  qu'on  l'a  vu  plus  haut  (n**^  34,  35)  :  mais 
tandis  que  les  termes  de  A«,  A/3,  -^e  qui  sont  du  degré  zéro  ne  peuvent  avoir 
qu'un  seul  petit  diviseur,  ceux  de  Ni  et  A^-  peuvent  en  avoir  deux^  comme 
c'est  le  cas  des  formules  (50),  par  exemple. 

Considérons,  en  premier  lieu,  les  valeurs  de  ^a  et  ^l.  On  peut  bien 
s'attendre  à  les  trouver  insignifiantes,  puisque  celles  de  A  a  et  a^  sont  à  peine 
sensibles.  En  effet,  au  troisième  ordre  comme  au  second,  les  inégalités  du 
grand  axe  et  de  la  longitude  moyenne  ne  peuvent  avoir  d'autres  petits  divi- 
seurs que  ceux  des  inégalités  qui  ont  servi  à  les  former  ;  en  d'autres  termes, 
^a  et  ^l  ne  contiennent  aucun  terme  de  degré  zéro  dont  V argument  soit  multiple 
de  2I'  —  l  ou  de  2I"  —  l'  :  cela  résulte  encore  de  la  propriété  énoncée  au  n°  28. 

On  pourra,  il  est  vrai,  trouver  pour  l'élément  e  une  inégalité  contenant 
le  diviseur  {^Jf  —2Jl/y,  au  moyen  du  terme  considéré  au  n°  36 

dt  n      d\    "^2-    J' 

en  y  conservant  le  second  degré  par  rapport  à  '^d  et  3^,  on  produira  l'argu- 
ment 10^''  — 4^"^,  et  par  suite  l'intégration  donnera  un  troisième  diviseur. 
Malgré  cette  circonstance,  le  résultat  est  encore  insignifiant. 

42.  Certaines  inégalités  du  troisième  ordre  des  éléments  h,  k  pourront 
avoir  un  peu  d'importance,  parce  qu'il  y  aura  trois  faibles  diviseurs.  Pour 
les  obtenir,  il  faut   employer  exclusivement  les  inégalités  (24)  et  (50),  et 
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choisir  en  outre  le  terme  de  départ  de  manière  que  l'argument  final  soit 
multiple  de  2I' —l  o\\  2l"—l'. 

Ces    deux    angles    étant   les   seuls    qui   figurent    dans    les    inégalités 
employées,  il  n'y  a  lieu  à  prendre  comme  tennes  de  départ,  dans  y  et  —,  que 

ceux  dont  les  arguments  sont  multiples  de  2I'  —  l  (ou  peuvent  s'y  ramener  au 
moyen  de  la  relation  /— 3/'  + 2/''=  180°),  c'est-à-dire  les  termes  dont  les  argu- 
ments sont  : 

o,     2l'-l,     4l'-2l,     61' -2,1     et     4"-l: 

les  multiples  supérieurs  amèneraient  un  degré  trop  élevé,  relativement  aux 
excentricités,  pour  pouvoir  donner  au  troisième  ordre  des  termes  de  degré 
zéro.  Il  faut  d'ailleurs  que  le  terme  de  départ  dépende  des  excentricités  :  il 
devra  être  du  premier  degré  pour  l'emploi  des  formules  (50),  et  du  second 
degré  pour  celui  des  formules  (24). 

Considérons  d'abord  les  termes   du  premier  degré  de  y",  et,  en  premier 
lieu,  les  termes  non  périodiques 

gZ;-[o,i]7/-[o,2]Z;". 

Ici  encore,  comme  dans  la  recherche  des  inégalités  du  second  ordre,  il 
faudra  négliger  le  terme  l^l-^",  lequel  donnerait  l'inégalité  sensible 

^h  =      1--^^      sin  (2V -ï). 
n~2n'  +  a 

Cela  résulte  encore  du  mode  d'intégration,  qui  a  conduit  à  prendre 


au  lieu  de 


Ah= sin  (2V-I) 

n—2n'  +  a 


Ah= ^,  sin(2Z'-0, 


et  à  renfermer  implicitement,  par  là,  dans  les  termes  du  second  ordre,  certains 
termes  dépendants  des  puissances  supérieures  de  la  force  perturbatrice.  On 
a,  en  effet. 


C  C 


w  — 2n'  +  a  n—2n  , 


C      r  a       ^        a2 -] 

n  —  2n'\_       n  —  2H      (pi— 211  y  J 
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On  a  donc  obtenu  par  anticipation,  dès  le  second  ordre,  le  terme 


(?2/—  2n'y 


lequel   ne   diffère  du    terme    trouvé   plus   haut   que  par   des    quantités    du 
quatrième  ordre  au  moins. 
Les  termes  restants 

-[0,l]//-[0,2]/y' 

nous  donnent,  en  remplaçant  2I!' —1!  par  180°  + 2/^—/,  les  termes  du  troisième 
ordre 

^=  (-[0,I]D'+[0,2]D")  COS  {2l'-X). 


dh 
is  ensuite,  uuus 

la  nouvelle  formule 


Si  nous  prenons  ensuite,  dans  — ^,  les  termes  en  4Z'  — 2/,  ils  nous  donneront 


Par  suite  l'ensemble  des  termes  du  premier  degré  de  — ^  nous  fournira 
l'inégalité  du  troisième  ordre 


(5.)      ,;,^[ÔZ'D  +  r°.')  +  [°.-])D--[°.^]D%i,  (,,_,), 
n — 2/i.  +a 

et  on  aurait  pour  ^k  la  même  expression,  sauf  le  changement  du  sinus  en 
cosinus.  Il  en  résulte  pour  la  longitude  du  j^i^emier  satellite  le  terme  du  troisième 
ordre 


(XXIII,    s,.  =  _J^D+(C^il^  +  [°.'])D--[°.^]P"3;,  (,  ,_,,), 
^  '  n-2n'  +  a  ^  ^ 

qui  donne  approximativement 

.    *  3)' =  —  i3",97  sin  (2Z'  — 2?). 

43.  Considérons  maintenant  les  termes   du    second  degré   qu'il  y  a  à 
prendre  dans  -^.  et  d'abord  ceux  qui  dépendent  de  l'angle  2l'  —  l. 

Ctt 
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Pour  former  ceux-ci,  on  doit  porter   les    termes  du  premier  degré  de 
R(o^i)  dépendants  de  2I' —l  dans  la  première  des  deux  formules: 

dh _£  m'an  /?  2  i  7.2%  '^R'io.n i  in' an  -,  JR^d 

dt~  ~1      ^     ^'  ^  '  )     ^ij.       2      i-i      ^  ^dT  ' 

âh I  mW.  .,  2.  7.2N  <^^I^(o,n      i   m'an  -,_d^^Q•^) 

dt         2       II  dh         2       f.1  da 


et  les  termes  du  troisième  degré,  dans  la  première  des  suivantes  : 

dh m'an  (?R(Q_ij       dh m'an  cZR^„_i^ 

dt  ji         dh    '      dt  /t         dh 

Le  premier  des  deux  groupes  de  termes  qui  en  résultent  est 

j  =  -iU-[Z;  cos  {2l'-l)  +  h  sin  (2^-?)] 

--  ^^^^  Ao'A[Z;'  sin  (2l'-l)-h'  cos  (2?'-/)], 

et  il  donne,  au  moyen  des  formules  (24),  le  terme  unique 

^  =  -AB2cos  (2l'-î). 
dt        2  ^  ^ 

Pour  obtenir  le  second  groupe,  on  prendra  dans  le  développement  de  la 
fonction  perturbatrice  que  l'on  trouve  au  tome  I  des  Annales  de  r  Observatoire 
(p.  273,  279  et  280),  les  termes  du  troisième  degré  dépendants  de  2l'—l,  ce 
qui  donnera  une  expression  de  la  forme  : 

;?^R,oi)=  (Pc3  +  Qee'2)  cos  (2r-Z-^)  +  ReV  cos  Czl'-l-^') 

+  SeV  cos  (2Z'-Z-2^  +  '5r')+Tee'^  cos  (2I' -l- 2^' +  ^). 

Les  lettres  P,  Q,  R,  S,  T,  employées  ici  d'une  manière  transitoire,  ne 
désignent  pas  les  mêmes  quantités  qu'au  n°  25  :  on  a  actuellement 
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IV 


^^(-5A,'">-8A2^«-3A3'»>Y 


m I   m  ail 


Il  en  résulte  dans  —  les  termes 


^'=   [P(7i2  +  r-)+Q(A'2  +  /,'2)-|   cos   (2^/_^) 


+  [27.-(PA-  +  R//)  +  2S(/J/  +  /J.0+T(/^'2_//2^]   COS   (2l'-l) 

+  [2J:(Ph  +  'Rh')  +  2S{hh'-hh')  +  2Th'h']  sin  (aZ'-Z), 

d'où  l'on  déduit  les  termes  du  troisième  ordre 

^  =  [3PB2_2(R  +  S)BB'  +  (Q  +  T)B'2]  cos  (2l'-l). 

En  les  joignant  aux  précédents,  et  intégrant,  on  obtient  pour  l'élément 
h  la  nouvelle  inégalité  du  troisième  ordre 

Si  =  _riB34-3PB'-^CB+S)BB'+(Q  +  T)B'n  ^.^  (^,,_,^  . 

|_2  7l—27l'  +  a  J 

nous  la  négligerons,  parce  que  son  coefficient  atteint  à  peine  quelques  unités 
du  sixième  ordre  décimal. 

Les  termes  d'argument  61'  —  3/  qui  se  trouvent  dans  la  fonction  pertur- 
batrice sont  tous  au  moins  du  troisième  degré  ;  on  les  obtient  au  moyen  du 
développement  cité  plus  haut  {A?maks  de  C Observatoire,  tome  I,  p.  2S7).  Si 
l'on  pose  : 
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j,  =  I  ^^^(^5  A(-^)+iâlA  .-  +  3iA,'-  +  3A3"^)), 
G  =  I  ^^' (416  A''^+ i5iAi'-  +  32A2'-  +  3A,^^'). 

o        ^ 

les  termes  qu'il  faut  considérer  sont  donnés  par  la  formule 

^^^^^R^o,l)  =  — Ee^  cos  (6Z'— 3?— 3w)+Fe2e'  cos  {61' —  2,1— 2^— -uj') 
H- 

—  Gree'^  cos  {61'  —  tJ.  —  vj—2vj'). 
On  en  tire,  au  moyen  de  la  formule 


dh       in' an  (^R(o,i) 
dt  /Lt         dit 


les  termes  suivants 


dl 

|-'=  -[3E(A-2_A2)_2F(M-'-M')  +  G(/y2_7,'2)]  cos  (6Z'-30 
-[6EM-2F(/Ji'  +  M-')  +  2G//Z;']  sin  (6Z'-30, 

d'où  l'on  déduit  la  nouvelle  inégalité 

(53)    3/,  =  3EB^+.FBB-  +  GB-^^;         ,_ 

■?« — 2?i'  +  Ct 

Au  moyen  de  cette  formule  et  de  la  valeur  correspondante  de  î^^',  on 
trouve  pour  la  longitude  du  premier  satellite  le  nouveau  terme 

/VYTV\     Cl  3EB2  +  2FBB'  +  GB'2   .     ,  .,       ,, 

(AA.iV)      -i-r  =  —2  ^ ; ! Sin  {2I'  —  2I), 

n—2n+a 

qui  vaut  à  peu  près 

—  ii",94  sin  (2Z'  — 2/). 

Quant  aux  termes  d'argument  4/''  — /que  contient  l'expression  de  y,  on 

les  formera  comme  ceux  d'argument  61'  — ^l,  et  en  les  traitant  de  même,  on 
obtiendra  encore  un  terme  de  la  valeur  de  ^h  :  nous  n'en  rapporterons  pas  la 
formule,  parce  que  son  coefficient  est  au-dessous  du  sixième  ordre  décimal. 

P 
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44.  Il  reste  à  voir  s'il  y  a  des  termes  sensibles  parmi  ceux  de  ^A  qui  ne 
présentent  que  deux  faibles  diviseurs,  mais  qui  contiennent  le  carré  du 
nombre  J. 

On  obtient  des  termes  de  cette  espèce  soit  par  l'emploi  d'une  inégalité 
du  second  ordre,  soit  par  l'emploi  simultané  de  deux  inégalités  du  premier 
ordre  :  examinons  d'abord  ceux  que  donne  le  premier  moyen. 

L'un  des  facteurs  J  devra  être  amené  par  le  terme  de  départ,  et  l'autre 
par  l'inégalité  qu'on  y  introduit  :  cette  dernière  ne  pourra  donc  pas  être 
prise  dans  le  groupe  (50),  et  comme  toutes  les  autres  inégalités  du  second 
ordre  et  de  degré  zéro  qui  affectent  les  éléments,  ne  contiennent  qu'un  seul 
jDetit  diviseur,  il  faudra  que  le  second  diviseur  résulte  de  l'intégration,  ou,  en 
d'autres  termes,  que  l'argument  final  soit  multiple  de  2I'  —  l. 

On  a  trouvé,  au  n°  34,  des  termes  de  A«  et  Al  qui  sont  du  degré  zéro  et 
contiennent  le  facteur  J  avec  un  seul  petit  diviseur  :  ils  sont  donnés  par  les 

formules  (39),  que  nous  écrirons,  en  y  faisant  n=.-  pour  simplifier, 

^=2^Bcos(2Ï'-2n,     AZ=  -^  MBsin(2?'-2?). 
a  n  2     n 

Le  terme  de  —  où  l'on  devra  faire  usage  de  ces  variations,  devant  être 

du  degré  zéro  et  provenir  de  la  fonction  Y,  ne  peut  être  que  (o)  cos  l  ;  ce 
dernier  conduit  en  effet  à  l'inégalité 

Bh=^  ^—^ Bsm(2l'-l). 

On  a  trouvé  aussi  (n°  38)  que  Ah  et  Ak  présentent  un  certain  nombre  de 
termes  de  degré  zéro,  renfermant  le  facteur  J  avec  un  petit  diviseur.  Tous 
ces  termes,  sauf  ceux  des  formules  (46),  dépendent  de  l'angle  il'  —  l:  on  doit 
les  porter  dans  les  termes  du  premier  degré 

—  =  (o)/j  +  3(o)(/j  cos  2l  +  ]t  sin  2^). 
dt 

Quand  on  les  substitue  dans  la  partie  (o)l:,  ils  donnent  tous  dans  ^h  des 
termes  de  l'espèce  voulue,  mais  qui  sont  négligeables,  leurs  coefficients  étant 
ceux  des  termes   ciui  les  ont  produits,  multipliés  par  la  fraction  — ^°] 
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dont  la  valeur  est  comprise  entre  -  et  ^.     Substitués  au  contraire  dans  la 

seconde  partie,  ils  ne  donnent  rien,  parce  que  l'argument  final  ne  devient  pas 
multiple  de  2I' —l. 

Mais  quand  on  prend  les  inégalités  (46)  pour  les  introduire  dans  les 

termes  d'argument  2/,  il  vient,  si  l'on  fait  encore  ?z'  =  -,  l'inégalité 

5/,=  -9  (°)' — -  B  sin  (2^-?). 

2  n\n—2n+u) 

Examinons  maintenant  les  termes  de  la  même  espèce  qu'on  obtient  par 
le  produit  de  deux  inégalités  du  premier  ordre.  L'une,  au  moins,  de  ces 
inégalités  doit  contenir  le  facteur  J,  et  comme  elle  doit  être  du  degré  zéro, 
elle  ne  pourra  être  prise  que  dans  le  groupe  (22)  ;  la  deuxième  ne  pourra 
pas  provenir  du  même  groupe,  puisqu'elle  doit  amener  un  premier  petit 
diviseur:  on  la  prendra  donc  parmi  les  formules  (24).  Puisque  chacune  de 
ces  inégalités  se  rapporte  aux  éléments  /i,  /;,  le  terme  de  départ  devra  être 
du  second  degré,  et  comme  il  doit  contenir  le  facteur  J,  il  sera  nécessaire- 
ment le  terme,  déjà  considéré  au  n°  26  : 

^'  =  i^  [(/i2  +  P)  cog  ij^22l-(Jc  cos  7+/^  sin  ?)]. 
dt         ^ 

En  y  donnant  à  h  et  h  les  accroissements 

?7i  =  ^  sin  Z+B  sin  (2l'-l),      dk  =  ^-^  cos  l+B  cos  (2l'-l), 
n  n 

on  est  conduit  à  la  nouvelle  inégalité 

^7,  =  _I1         (o)' — .  B  sin  (27'-/). 
4    n{n — 2n'  +  a) 

L'ensemble  des  trois  inégalités  dont  nous  venons  de  donner  la  formule, 
et  qui  sont  les  plus  importantes  parmi  celles  que  nous  cherchons  ici,  se 
réduit  à  la  suivante  : 

^h  =  -1  -^-^ r  B  sin  (27' -7); 

2  7i(^n  —  2)i'  +  a) 


io8  M.   SouiLLAET,   Théorie  analytique 

son  coefficient  ne  vant  pas  deux  unités  du  sixième  ordre  décimal.  Il  est 
clair  que  les  inégalités  de  même  espèce  seront  encore  bien  moins  sensibles 
quand  il  s'agira  du  deuxième  et  du  troisième  satellite. 

45.  En  résumé,  parmi  les  inégalités  qui  dépendent  du  cube  de  la  force 
perturbatrice,  les  seules  que  l'on  doive  considérer  pour  les  éléments  h  et  h 
sont  données  par  les  formules  (52)  et  (53).  Les  inégalités  du  troisième  ordre 
de  la  longitude  du  premier  satellite  peuvent  donc  se  réduire  aux  expressiojis 
(XXIII)  et  (XXIY)  ;  on  aurait  les  valeurs  correspondantes  de  —  en  divisant 
par  2  les  coefficients,  et  changeant  les  cosinus  en  sinus. 

Ces  termes,  de  même  que  ceux  du  second  ordre,  modifient  les  grandes 
inégalités  du  satellite,  mais  les  deux  corrections  sont  de  signes  contraires. 
Xous  trouvons  ici 

^v  =  —  25",9i  sin  (2l'  —  2l), 
et  nous  avons  trouvé  plus  haut 

A)' =  278",8  sin  (2Z'-2/)  ; 

le  coefficient  —5050", 59  que  donne  la  Mécanique  Céleste  devrait  donc  être 
remplacé  par  —A-"J9'j'' i7- 

La  petitesse  du  coefficient  de  ^v  montre  bien  d'ailleurs  qu'il  n'y  a  pas  à 
se  préoccuper  de  la  quatrième  puissance  de  la  force  perturbatrice. 

Avant  d'examiner  ce  qui  concerne  les  autres  satellites,  nous  ferons 
encore  quelques  remarques  sur  la  méthode  d'intégration  que  nous  avons 
employée  dans  la  recherche  des  inégalités  des  divers  ordres  des  éléments 
h.  Ji^  afin  d'en  faire  mieux  ressortir  les  avantages  ainsi  que  la  légitimité. 

La  substitution  du  dénominateur  n  —  2n'-\-0L  au  dénominateur  tz  — 2 w' a 
pour  effet  d'introduire,  dans  chaque  approximation,  des  termes  très-notables 
qui  appartiennent  en  réalité  aux  approximations  suivantes,  et  par  suite  de 
rendre  beaucoup  plus  petits  les  termes  successifs  de  correction.  Ainsi,  dès 
le  premier  ordre,  quand  on  prend  poiu'  coefficient  de  sin  (2^'  —  /),  dans  la 
valeur  de  oh,  le  nombre 

A 

n  —  2n'-\-a 
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au  lieu  du  nombre 


on  considère  implicitement,  outre  le  terme  du  premier  ordre  que  donnerait  la 
méthode  ordinaire,  les  termes 

[ôjA      ^     0*A 


{11— 2n')^      {n—2n')^ 

qui  sont  d'ordres  supérieurs  au  premier.  Ces  termes  s'obtiendraient  aussi  par 
la  méthode  générale,  dans  les  approximations  suivantes.  Supposons,  en  effet, 
que  l'on  procède  sans  aucune  anticipation.  On  prendra  dans  les  valeurs  de 
3/i,  §A',  SA",  au  lieu  des  nombres 

A  A'  A" 


n  —  2n'-\-a  n—2n'  +  a''  n'  —  2]i"  +  u" 

les  nombres 

A  A'  A" 

n—2n'  n--2u  n'  —  2n" 

mais  alors  on  devra  prendre  dans  la  valeur  de  A  A,  au  lieu  des  coefficients 

C  =  |'^B  +  (r^  +  [o,i])B'-[o,2]B",    D=  ^j-- 

les  coefficients 

avec  une  modification  analogue  pour  A//  et  Ah"  ;  enfin  dans  la  valeur  (52) 
de  i^/i,  le  coefficient 

l3llD  +  (CS^  +  [o,i])D^-[o,2]D-^ 
n—27i'-i-a 
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sera  remplacé  par 

(ï^|  +  'j;r])D,+C^+[o,i])D/-[o,2]D/^_ 
n  —  2n' 

Dans  la  marche  que  nous  avons  suivie,  on  est  obligé,  comme  nous 
l'avons  reconnu,  à  chaque  approximation  nouvelle,  de  supprimer  les  termes 
contenant  le  facteur  \~o\.  Ainsi  la  suppression  de  l_o_|  dans  le  coefficient  de 
A/i  fait  disparaître  le  terme  du  second  ordre 


7T2' 


(7i — 2n') 

qui  se  présente  de  nouveau,  et  ferait  double  emploi  avec  celui  qui  a  été 
englobé  dans  le  terme  du  premier  ordre.  A  la  vérité,  le  terme  que  l'on 
supprime  se  présente,  non  sous  la  forme, 

Sa 


mais  sous  la  suivante 

Ba      ^       Ba    r_  2[ô]  ^       \^ 

(îi— 2}i'  +  a)^  (?i — 2ti'y\       n  —  2n'  '  /' 

en  sorte  qu'il  diffère  du  premier   par  des   termes   d'ordres    supérieurs   au 
second  :  cela  importe  peu,  puisqu'on  le  supprime  tout  entier. 
Quant  au  terme  du  troisième  ordre, 

S^A 


(n—2n'Y^ 

qui  entre  aussi  implicitement  dans  le  coefficient  de  oA,  on  l'obtiendrait,  en 
suivant  la  marche  générale,  parmi  les  termes  de  ^h  provenant  du  produit 
fô^  Di  :  ici  il  ne  reparaît  pas,  à  cause  de  la  suppression  de  |_oJ  D  dans  le 
coefficient  relatif  à  ^A. 


On  voit  de  la  même  manière  que  cette  suppression  de  \o_\ D  empêche  la 
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réapparition  des  termes  du  troisième  ordre  déjà  contenus  effectivement  dans 
A/i,  et  ainsi  de  suite. 

En  résumé,  les  termes  qui  subsistent  après  cette  épuration,  quand  on 
s'arrête  à  une  certaine  puissance  de  la  force  perturbatrice,  se  composent  en 
réalité  des  termes  qu'aurait  donnés  la  méthode  ordinaire,  et,  en  outre,  de 
certains  termes  que  celle-ci  donnerait  seulement  dans  les  approximations 
suivantes. 

46.  Dans  la  théorie  du  second  satellite,  on  sera  conduit,  comme  dans 
celle  du  premier,  à  négliger  les  inégalités  du  troisième  ordre  du  grand  axe 
et  de  la  longitude  moyenne.  Pour  trouver  la  partie  principale  de  ^//,  on 
aura  à  considérer  exclusivement,  dans  la  valeur  de  ^',  les  termes  dont  les 
arguments  sont 

o,     2V -l,     4l'-2l,     61' -si,     2l"-l',     4l"-2l',     61" -si'. 
En  prenant  d'abord  les  termes  non  périodiques,  réduits  aux  suivants 

-[l,0]7.-[l,2]/.", 

par  la  suppression  de  |_ij  k',  on  en  déduit,  au  moyen  des  formules  (50),  l'iné- 
galité 

n—2n'  +  a'  ^  ^ 

Prenant  ensuite  les  termes  du  premier  degré  qui  dépendent  des  angles 
aJU  —  2I  et  /[l"  —  2l\  on  en  tire 

7,         Ci^D  +  (l"^+rî^|)D^  +  C^^D^^   •    /  7/    ■ 
k'  =  —  ^==- ^'  --- — ^ ^- — -^ —  sm  (2V  —  i 


n  —  2n+a' 

En  réunissant  les  termes    qui   proviennent  de  ces  deux  inégalités,  on 
obtient  dans  la  longitude  du  second  satellite  le  terme  du  troisième  ordre 


(XXV)     .-.'  =  - (v^'V  +  [i,o])D  +  (lj^l  +  l^^)D-  +  (e;»^;  +  [T,2]D-  ^.^  ^^_ ^,)^ 

n—  2n'  +  a' 

qui  vaut  à  peu  près  —31'',  50  sin  (l—l'). 
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dh' 

Parmi  les  termes  du  second  degré  que  contient  -^,  on  pourra   négliger 

ceux  qui  dépendent  des  angles  2I'  —  l,  2I'' —11  ^  et  se  borner  à  ceux  d'arguments 
61'  —  2)1  et  61"  —  2)1' .     Pour  les  premiers  nous  prendrons 

_/FeV  cos  {61' -2,1- 2^ -'ut')      -. 

-f —  ^\\,o)  — z_^J  — Gee'^  cos  (or  — 3/  — -iir  — 2ra-')  Y) 

^  vi'  \/af 

l+He'3cos  (6Z'-3Z-3^')  ) 

les  nombres  F,  G  étant  ceux  de  plus  haut,  et  le  nombre  H  étant 


8      ^ 


Il  viendra  ainsi  l'inégalité  : 

,^^,^  _jW^  FB^  +  2GBB-  +  3HB:^  3.^  (,^._^), 
inWa'  n-2n'  +  a' 

Quant  aux  termes  d'argument  61"  -  3/^,  si  l'on  désigne  par  E',  F',  G'  ce 
que  deviennent  les  expressions  de  E,  F,  G,  lorsqu'on  y  ajoute  un  accent  à 
chaque  lettre,  ils  donnent  l'inégalité 

o,,,      3E'B'2+2F'B'B"  +  G'B"2    . 

^h'  =  ^ i- y, î; sm  (2l"  —  V). 

Réunissant  les  termes  qui  proviennent  de  6/'  — 3/  et  de  6/''  — 3/',  on  obtient 
dans  v'  la  nouvelle  iné":alité  du  troisième  ordre 


— ^(FB2  +  2  GBB'  +  3HB'2)  +  3E'B'2  +  aF'B'B"  +  G'B"^ 

m  \/a 
(XXVI)     ^p'  = rr—> sin  (l  -  V), 


qui  vaut  environ 


n—2n+ci' 


-i5",6i  sin  (l-V). 
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L'ensemble  des  corrections  du  troisième  ordre  pour  la  longitude  du 
second  satellite  est  donc  à  peu  près 

—  47", II  sin  {l  —  V); 

comme  cela  est  déjà  arrivé  pour  le  premier  satellite,  elles  détruisent  un  peu 
l'effet  des  corrections  du  second  ordre.  En  tenant  compte  des  unes  et  des 
autres,  et  adoptant  toujours  les  données  numériques  de  la  Mécanique  Céleste^ 
on  devina  remplacer,  dans  la  grande  inégalité  de  la  longitude  du  second  satellite^ 
le  nombre  11  gid'^Gj  par  le  nombre  11  388''. 

Si  l'on  calcule  de  la  même  manière,  pour  le  troisième  satellite,  les  inéga- 
lités du  troisième  ordre  de  l'élément  h'\  on  obtient  pour  celles  qui  pro- 
viennent des  termes  non  périodiques  et  des  termes  d'argument  4/"  — 2/', 
l'expression 

s;,"  =  _-[a,°]D  +  (C'f-  +  [3..])D-+[JII]D"  3i„  (,,„_;, 
n'-2n"  +  a"  ^  ^' 

et  pour  celles  qui  résultent  de  l'argument  6r  — 3/',  l'expression 

^h"  = ^'^-^-.  ^ — :L-^2 sm  (2Z"-Z'), 

m"  s/ a."  n'-2n"  +  a" 

dans  laquelle  H'  se  déduit  de  H  par  l'addition  d'un  accent  à  chaque  lettre. 

Il  en  résulte  dans  la  longitude  du  troisième  satellite  les  termes  du  troisième 
ordre 


-[2,o]D  +  ((5J)  +  [2,l])D'  +  l_2^D"     \ 


n'—2n"  +  a" 

(XXVII)   5r"  =  -2-;        _ 

'      m' s/ a'  r'B'2  +  2G'B'B"  +  3H'B"2 


.sin  (l'-l"), 


m  Va  n'  —  2n"  +  a' 

qui  valent  environ 

-9",94sin(Z'-n- 

La  grande  inégalité  de  la  longitude  du  troisième  satellite  n'est  donc 
altérée  sensiblement  que  par  les  termes  du  second  ordre,  mais  ceux-ci  en 
changent  notablement  le  coefficient.  Si  l'on  tient  compte  du  tout,  on  devra 
remplacer  le  nombre  808^^,20,  que  donne  la  Mécanique  Céleste,  par  le  nombre 
708". 

Q 
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CHAPITRE   y. 

Inégalités  des  Latitudes — Equations  séculaires  des  Longitudes. 

47.  La  latitude  x  est  donnée,  dans  le  mouvement  elliptique,  par  la 
formule 

sin  X  =  sin  <p  sin  (»^  — 6). 

Lorsqu'on  néglige  les  termes  qui  sont  du  second  degré  par  rapport  aux 
excentricités  et  aux  inclinaisons,  cette  formule  se  réduit  à  l'expression 
simple 

X  =  ^  sin  (Z-0), 

et  par  suite  les  perturbations  de  la  latitude  se  déduiront  de  celles  des  éléments 
(f)  et  9  par  la  formule 

(54)     c\  =  c(l>  sin  (1-6)- (f)c9  cos  (1-6), 

si  l'on  convient,  suivant  l'usage,  d'employer  dans  les  calculs  la  longitude 
corrigée  de  ses  inégalités,  et  si  l'on  se  borne  aux  quantités  du  premier  ordre 
par  rapport  aux  masses. 

Au  même  degré  d'approximation,  les  formules  qui  expriment  les  varia- 
tions des  éléments  (j),  ù,  se  réduisent  aux  suivantes  : 


/    \    f ^'A L  I  ^      tZ9  _  I    I  do, 

^^^'     dt~      na^  é  d6'      dt  ~  mi^  <p  dé' 


(j)  d6^      dt        ncî^  <p  d(p' 

Les  termes  de  la  fonction  perturbatrice  qui  dépendent  des  inclinaisons 
étant  au  moins  du  second  degré  par  rapport  à  ces  quantités,  les  inégalités  de 
l'inclinaison  et  de  la  longitude  du  nœud  seront  au  moins  du  premier  degré. 
Kon  seulement  on  pourra  se  borner  à  celles-là,  à  cause  de  la  petitesse  des 
inclinaisons,  mais  il  suffira  même,  pour  les  inégalités  périodiques,  de  consi- 
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dérer  celles  qui  présentent  soit  un  f câble  diviseur^  soit  le  coefficient  J.     Nous 
prendrons,  en  conséquence,  dans  la  fonction  perturbatrice  relative  au  jyj'emier 
satellite,  d'abord  les  termes  non  périodiques,  et  ensuite  ceux  dont  Vargument  est 
âj!  —  2I  ou  2j;,  ou  dont  le  coefficient  cantient  le  facteur  (o). 
Il  viendra  ainsi 

E,o,n  =  -\-^''W-2^f'  cos  (9-0')] 

+-^  B(2^[./.2  cos  (4/'-2?-29)-2^f  cos  {4'-2l-e-Q')], 

o 

R(0.)  =   -l   -~[<P'-2<p<t  COS  (0-0)] 

+1  ^  If  C03  (2j?-20)-2</,a.  COS  (2  j'-0-e)], 

Y        =  -i  ^U2  +  2éa;COS  (»//  +  0)] 

■■] 1^0)^  COS  (2^  — 20)  +  2éw  COS  (2?  +  ;//  — 0)]  ; 

2  a^ 

R(o.o)  et  R(o,3)  se  déduiront  de  la  première  ligne  de  R(o,i),  en  y  remplaçant  les 
éléments  du  second  satellite  par  ceux  du  troisième  ou  du  quatrième. 

D'après  cela,  en  conservant  les  notations  du  n°  16,  et  posant,  en  outre, 


{0,1}  =  I  ^  naB^'\ 
4    H- 


on  aura  les  deux  équations 


(56) 


^  =  (o,i)f  sin  (0-0')  +  (o,2)f'  sin  id-6")  +  (o,^)(p"'  sin  (0-0'") 

+  [0]$  sin  (0  — e)-(o)w  sin  (\p  +  d) 
-{o,i][<p  sin  (4l'-2l-2d)-(p'  sin  (4Z'-2i!-0-0')] 
-[o][(j>  sin  (2j'-20)-$  sin  (2j?-0-e)] 
-(o)[0  sin  (2?— 20)  +  w  sin  (2?  +  ;//-0)], 

0T   =  -[°]^+(°>l)f  COS  (0-0')  +  (o,2)f'  COS  (d-e^')  +  (o,3)<p"'  C03  (0-0'") 

+  [o]<î>  COS  (0-G)  — (o)w  COS  (\p  +  d) 

+  {0,1}  [0  COS  {4'-2l-2d)-<p'  COS  (4Z'-2Z— 0  — 0')] 
+  [o][<^  COS  (2^7-20)  — «I>  COS  (2j'-0-0)] 
+  (o)[^  COS  (2Z— 20)+W  COS  (2Z  +  1/'  — 0)]. 
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Les  iuégalités  relatives  au  second  satellite  s'obtiendront  de  la  même 
manière,  en  considérant  dans  la  fonction  perturbatrice,  outre  les  termes  non 
périodiques,  ceux  dont  l'argument  est  l'un  des  angles  âj!  —21.,  /[l"  —  2I' ,  2J9  ou 
2/',  ce  dernier  provenant  de  la  correction  d'aplatissement.     On  aura  ainsi 

Ra.o)  =  -|B("[f2_2^^'cos(9-0')] 

+  JB(='^[</.'2  coS  (4l'-2l-2d')-2^>cp'  COS  (4I' -  2I-O -6')]  - 
o 

Ra,2)  se  déduira  de  l'expression  de  R(o,i)  donnée  plus  haut,  par  l'addition  d'un 
accent  à  chaque  lettre  ; 

R(i 3),  R(i,)  et  V  se  déduiront  respectivement  de  R(o,3),  R(o.5)  et  V  par  la 
substitution  des  éléments  du  second  satellite  à  ceux  du  premier. 

Si  l'on  pose  encore 

{1,0}  =-  -SiVB^^\ 
4  H- 

et  qu'on  désigne  par  {1,2}  ce  que  devient  {o,i}  par  l'addition  d'un  accent  à 
chaque  lettre,  on  aura  les  deux  équations 


(57) 


'^  =  (1,0)^  sin  (6'-d)  +  (i,2)<p"  sin  (d' -Q") +  (1,3)^'"  sin  (d'-B'") 

+  [i]*  sin  (6'-0)-(i)w  sin  (^^  +  0') 
-{i,o][(p'  sm(4l'-2l-2B')-0sin  (4I' -2l-d' -0)] 
-{i,2}lcj>'  sin  (4l"-2l'-2d')-<p"  sin  (4I" -2V -6' -6")] 
—  etc. 

<p''JP-=  -Hf +  (i,o)r/.  COS  {0'-6)  +  (j,2)<J/'cos  (0' - B")  +  (j ,3)<J>"'  COS  (6' -6'") 


dt 


+  [i]*cos  (e'-0)-(Ow  COS  (v/'+e') 

+  {i,o}[v/  COS  (4l'-2l-2B')-(t>  COS  (4l'-2l-B'-B)] 

+  {l,2}[f  COS  (4l"-2l'-2B')-cl>"  COS  (4l"-2l'-B'-B")-] 

+  etc. 


On   obtiendra   de   même   les    équations   relatives   au   troisième   et   au 
quatrième  satellite,  en  déduisant  R(2,i;   de  R(i,o)  par  l'addition  d'un  accent  à 
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chaque  lettre,  et  désignant  par  {2,1}  ce  que  devient  {1,0}  par  le  même 
changement,  et  ainsi  de  suite. 

48.  Les  équations  différentielles  que  nous  venons  d'obtenir  sont  au 
nombre  de  huit,  mais  elles  ne  contiennent  pas  seulement  les  huit  inconnues 
<^,  ^,  (f),  9\  (f)",  Ô",  (f)'",  h'" .  Ici  encore  s'est  fait  sentir,  comme  précédemment, 
la  nécessité  d'avoir  égard  à  la  figure  de  Jupiter  et  à  l'influence  d'un  astre 
étranger  au  système  jovien,  savoir  le  Soleil  :  il  en  est  résulté,  dans  les 
équations,  des  termes,  les  uns  périodiques,  les  autres  non  périodiques, 
contenant  les  c|uatre  variables  nouvelles  eu,  \|/,  <E>,  0,  tandis  qu'au  n°  16  les 
mêmes  actions  n'avaient  introduit  que  deux  variables  nouvelles,  savoir  &  et  IT, 
et  seulement  dans  des  termes  périodiques. 

Lorsqu'on  étudie  le  mouvement  de  révolution  des  planètes  autour  du 
Soleil,  il  est  permis  de  faire  abstraction  du  mouvement  de  rotation  de  tous 
ces  astres.  Cela  est  permis  encore,  dans  l'étude  du  mouvement  des  satellites 
autour  de  leur  planète,  tant  que  l'on  s'occupe  seulement  de  la  forme  des 
orbites  et  de  leur  orientation  dans  leurs  plans  respectifs,  mais  il  n'en  est  plus 
de  même  lorsqu'on  veut  déterminer  les  déplacements  de  ces  plans  :  nous 
devrons  considérer  en  môme  temps  les  perturbations  du  mouvement  de  rota- 
tion de  la  planète.  Il  en  résultera  entre  nos  douze  variables  deux  nouvelles 
équations. 

Si  l'on  désigne  par  A,  B,  C  les  trois  moments  d'inertie  principaux  du 
sphéroïde  de  Jupiter  relatifs  à  son  centre  de  gravité,  C  étant  celui  qui  se 
rapporte  à  l'axe  de  rotation  ;  par  i  la  vitesse  de  cette  rotation,  et  par  U  une 
fonction  perturbatrice  dont  nous  donnerons  plus  bas  l'expression,  les  équa- 
tions qui  régissent  la  précession  des  équinoxes  de  Jupiter  et  la  nutation  de 
son  équateur  par  rapport  au  plan  fixe,  sont  données  par  les  formules 

(  9\    ^i^  _       I        tZU    ç^  __  I        <?U 

dt        iÇj  sin  w  cZv//  '    dt  l'C  sin  w  c?w 

Ces  formules  ont  été  établies  par  Poisson  de  deux  manières  différentes 
dans  deux  '  Mémoires  sur  le  mouvement  de  la  Terre  autour  de  son  centre  de 
gravité'  (/.  de  V Ecole  Polytechnique,  XV''  cahier;  Mémoires  de  V Académie  des 
Sciences,  t.  YII)  ;  elles  ont  été  démontrées  de  nouveau  par  ^I.  Serret  dans 
son  Mémoire  relatif  à  la  même  question  {Annales  de  V Observatoire,  t.  V)  ; 
Bessel  les  avait  retrouvées  également  dans  sa  théorie  du  sj^stème  de  Saturne 
{Astronomische  Nachrichten,  Bd.  xxviii.,  ou  Ahhandlungen,  Bd.  i.). 
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Elles  ne  sont  qu'approchées,  mais  on  y  néglige  seulement  des  termes  à 
très  courte  période  (comme  la  durée  de  la  rotation  de  Jupiter  ou  ses  parties 
aliquotes),  ainsi  que  des  quantités  qui  dépendent  du  carré  des  forces  pertur- 
batrices. Les  forces  perturbatrices  sont  ici  les  attractions  des  satellites  et  du 
Soleil,  ces  astres  étant  les  seuls  dont  l'influence  soit  sensible,  à  cause  de  la 
proximité  des  uns  et  de  la  masse  de  l'autre  ;  U  désigne  la  fonction  de  ces 
forces. 

La  partie  de  U  qui  provient  de  l'action  du  satellite  m  peut  (Serret, 
p.  257-259  et  p.  303)  être  mise  sous  la  forme 

^\  2 


U  =  -|.|(.C-A-B)(^:)^(£). 


z  désignant  la  distance  actuelle  du  satellite  au  plan  de  l'équateur  de  Jupiter. 

Pour  développer  la  fonction  U,  observons  que  -  est  le  cosinus  de  l'angle 
que  fait  le  rayon  vecteur  du  satellite  avec  l'axe  de  rotation,  lequel  a  été 
évalué  déjà  au  n°  4. 

Les  deux  angles  ^  et  œ  étant  du  même  ordre  de  grandeur,  si  l'on 
néglige  les  termes  qui  seraient,  par  rapport  à  ces  deux  quantités,  d'un  degré 
supérieur  au  second,  il  viendra  successivement 


=  i^fi  sin  (^v  —  Q')  +ai  siu  (j/-f  i//), 

(?-\     =iw>2rr_   cOS  (2l'-20)]+0w[cO3  (0  +  v!')— COS  (2J'-0  +  ;^)]+-w2[i_   COS  (2>'+2l^)]. 

\rj         2  '  2 


r 

2 


Le  premier  terme  de  cette  expression  peut  être  négligé,  parce  qu'il  ne 
contient  ni  i/;  ni  w  ;  dans  les  suivants,  on  pourra  remplacer  la  longitude  vraie 
V  par  la  longitude  moyenne  l,  car  ces  termes  étant  du  second  degré  en  ^  et  œ, 
il  est  permis  d'y  négliger  les  excentricités.     Pour  la  même   raison,  nous 

réduirons  le  facteur  (  -  j    à  l'unité. 

En  conséquence,  la  partie  de  la  fonction  perturbatrice  U  qui  provient 
de  l'action  du  premier  satellite,  se  mettra  sous  la  forme 

U  =  ^-%(2C-A-B)r-i(o2-,|.CUCOs(0  +  i^)+-w2cOS    {2l■\-2^\^)+<l>UlC0S  (2Z-0  +  ;//)1. 
*l    Cv  (  2  2  I 
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Il  faudra  ajouter  au  second  membre,  pour  avoir  la  valeur  complète  de  U, 
autant  de  groupes  pareils  au  précédent  qu'il  y  a  d'astres  perturbateurs,  savoir 
un  pour  chacun  des  trois  autres  satellites,  et  un  pour  le  Soleil.  Mais  puisque 
nous  excluons  les  inégalités  à  courte  période,  nous  ne  tiendrons  pas  compte 
des  termes  d'arguments  2?,  il',  2l'\  2I'"  ;  les  seuls  termes  périodiques  que 
nous  conserverons  sont  ceux  d'argument  2J2. 

En  substituant  dans  les  équations  (46)  les  valeurs  de  -^,  -^,  et 
posant 


0 


■î  2C  — A  — B  m   o       /T^       3  2C  — A— B  m'    ,, 


0= 


__3  2C-A-B 


^'C 


Jf 


O  =  ©+0+©+®+0, 


nous  obtiendrons  les  deux  équations  suivantes 


C   dio 


(59)( 


=  (o).(^  sin  id  +  xP)  +  (T)cj>'  sin  (e'  +  v//)  + +  Q'6  sin  (O  +  l) 

-0  [«  sin  (2j?+2-^)  +  ^  sin  (2j-e  +  -4^)-\, 
j#  =  Qw  +  (ô)f/.cos  (9  +  i/')  +  Q</>'  cos  (d'  +  xP)+ +  Q*  cos  {e  +  \P) 

-(J)  [w  cos  (2j?+2-J/)  +  <&  cos  (2j]-e-]-\l)']. 


Les  nouveaux  coefficients  introduits  dans  ces  équations  et  dans  les  pré- 
cédentes ont  pour  logarithmes  les  nombres  suivants  : 


Tableau  III. 


Coefficient. 

Logarithme. 

Coefficient. 

Logarithme. 

Coefficient. 

Logarithme. 

Coefficient. 

Logarithme. 

© 

0 

6,2014 
8,1847 

© 
0 

7~7237 
6,4273 

© 

7",696i 

© 

8,6436 

1 

!°.i} 

5,3212 

{1,°} 

5,0926 

{'r-} 

5:5911 

{^.i} 

6,9090 
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Si  l'on  compare  les  coefficients  (o),  ?,....  introduits  dans  les  équa- 
tions (59)  à  ceux  qui  figurent  dans  les  huit  équations  différentielles  précé- 
dentes, on  trouve  qu'ils  sont  plus  petits,  et  cela  devait  être,  parce  qu'ils 
contiennent  en  facteur  à  la  fois  l'aplatissement  de  Jupiter  et  une  masse  de 
satellite  ;  mais  ils  sont  comparables  entre  eux,  et  les  termes  qui  provien- 
draient des  astres  perturbateurs  dont  on  n'a  pas  tenu  compte  seraient  encore 
beaucoup  plus  petits. 


I.  Inégalités  séculaires  des  inclinaisons  et  des  longitudes  des  nœuds — 
Termes  correspondants  des  latitudes. 

49.  Bien  que  le  nombre  des  équations  différentielles  obtenues  plus  haut 
soit  encore  inférieur  à  celui  des  inconnues,  on  peut  dès  à  présent  séparer  le 
calcul  des  inégalités  séculaires  des  éléments  (^,  ô,  (^',  .  .  .  ,  et  celui  de  leurs 
inégalités  périodiques. 

Si  l'on  veut  s'occuper  exclusivement,  en  premier  lieu,  des  inégalités 
séculaires,  on  sait  qu'il  faut  dans  les  équations  précédentes  négliger  tous  les 
termes  périodiques.  Pour  obtenir  plus  de  symétrie,  nous  ferons  ici,  comme 
au  n*'  16,  un  changement  de  variables,  et  nous  poserons 

j9  ^  ^  sin  9,     2  =  <?>  cos  9,     jp'  =  (f)'  sin  6',     .... 
j)iv  =  u)  sin  ;//,     f^"  =  — w  cos  i//,     ^  =  <&  sin  0,     _'^  =  *  cos  6  ; 

il  viendra  alors  le  système  des  dix  équations  différentielles 

^Jt    =  -R'Z+(°'02'  +  (o>2)'Z"  +  (o,3V/"  +  (o)2-+[o]i:>, 

^   =      (i,oJ2-|Tjî'  +  (i,2)2"  +  (i,3)2'"  +  (02^^  +  [i]J, 

^    =         (2,o)2  +  (2,iy/-|T|r/'  +  (2,3)./"  +  (2)r/v  +  [2]9, 

dt  — 

(6o)(  ^Ç  =      (3>o)'i  +  (3,i)2'  +  (3,2)2"-r3  l'/"  +  (3)2'^+[3]J, 

§     =      H29-(o,i)p'-(o,2K-(o,3)p'"-(o)2/v_[o]^, 
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Nous  n'avons  que  dix  équations  pour  exprimer  en  fonction  du  temps  les 
douze  inconnues  ^:>,  q^  p\  .  .  .  ,  <^,  J  :  nous  allons  voir  qu'elles  peuvent  suffire 
à  déterminer  le  déplacement  des  plans  des  orbites  des  quatre  satellites  et  celui 
du  plan  de  l'équateur  de  Jupiter. 

Un  premier  moyen  consiste  à  regarder  les  variables  c^^,  J  comme 
connues,  indépendamment  de  toutes  les  autres,  par  la  théorie  des  perturba- 
tions séculaires  des  planètes.  Ces  deux  quantités,  en  effet,  déterminent  le 
plan  de  l'orbite  apparente  du  Soleil  autour  de  Jupiter^  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  le  plan  de  l'orbite  de  Jupiter  autour  du  Soleil,  et  ce  plan  peut  être 
confondu  avec  celui  de  l'orbite  que  décrit  le  centre  de  gravité  du  système 
formé  par  Jupiter  et  ses  satellites.  Or  les  déplacements  séculaires  de  ce 
dernier  plan  ont  été  calculés  {^Annales  de  V  Observatoire,  t.  II,  p.  169)  par  des 
formules  de  la  forme 

p(*)  =  2A  sin  {at  +  a),     <f^  =  SA  cos  {at  +  u), 

les  inclinaisons  et  les  longitudes  étant  rapportées  à  l'écliptique  et  à  l'équinoxe 
terrestre  de  1800.  Dans  la  théorie  des  satellites,  on  prend  pour  plan  fixe 
l'orbite  de  Jupiter  à  une  certaine  époque  4,  et  on  compte  les  longitudes  à 
partir  de  l'équinoxe  de  Jupiter  pour  la  même  époque  :  ce  plan  fixe  sera  donc 
déterminé,  par  rapport  à  l'écliptique  et  à  l'équinoxe  de  1800,  par  les 
équations 

p^^''  =  2A  sin  (af,  +  a),     q^'^  =  2A  cos  (at„  +  a). 

La  quantité  0  désigne  pour  nous  la  longitude  du  nœud  de  l'orbite 
actuelle  de  Jupiter  rapportée  à  l'équinoxe  fixe  de  Jupiter  ;  la  longitude  de  ce 
même  nœud,  comptée  à  partir  de  l'équinoxe  terrestre  de  1800,  sera  ©— yS,  y8 
étant  une  constante  donnée,  et  on  aura,  comme  l'on  sait,  en  néghgeaut  les 
carrés  des  inclinaisons  (v.  plus  loin,  n°  51), 

$  sin  (6-/3)  =  pW-2V'\     *  cos  (9-/5)  =  q^*^-qo^*\ 
On  tire  de  là 

4)  sin  e  =  (i>"^-2V*0  cos  /3  +  (2"^-îZo"')  sin  /5, 
<I'  cos  e  =  ('/^'-îo^'O  cos  /3-(i>'-'^-iJ  ''0  sin  /3  ; 

R 


122  M.   SouiLLART,   Théorie  analytique 

d'où  enfin 

,f/*=  :sA[sin  (a/  +  a  +  /3)-  sin  (a/o  +  «  +  /3)], 
0  =  :sA[cos  (af  +  n+/5)-  cos  (afo  +  «  +  /3)]. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (60),  on  est  ramené  à 
intégrer  un  système  d'équations  linéaires  avec  seconds  membres,  en  nombre 
égal  au  nombre  des  inconnues,  et  dont  on  trouve  aisément  une  solution  parti- 
culière. 

Cette  marche  revient  à  celle  qui  a  été  indiquée  dans  mon  premier  travail 
(Essai  sw  la  Théorie  etc.,  n°  33)  ;  elle  est  théoriquement  très-simple,  et  elle 
serait  très-rigoureuse  si  l'incertitude  qui  règne  sur  les  valeurs  des  masses  ne 
limitait  pas  le  degré  d'approximation  qu'on  peut  obtenir.  Mais  il  arrive  que 
les  différents  termes  dont  se  compose  l'expression  de  chacune  des  variables 
sont  loin  d'avoir  la  même  importance  pour  le  calcul  des  latitudes  et  pour 
celui  des  équations  séculaires  :  la  méthode  n'établissant  entre  eux  aucune 
distinction,  toute  conclusion  relative  à  ces  deux  calculs  est  forcément  ajournée 
jusqu'à  l'époque  de  la  réduction  en  nombres.  A  cause  de  cet  inconvénient, 
il  y  aura  lieu  de  préférer  un  autre  procédé,  imité  de  Laplace,  qui  n'est  pas 
susceptible  d'une  aussi  grande  précision,  mais  qui  a  l'avantage  de  déterminer 
directement  les  termes  principaux,  et  permet  par  là  de  donner  la  formule  des 
équations  séculaires.  Il  est  fondé  sur  la  remarque  suivante,  qui  a  besoin 
d'être  justifiée  : 

Lorsqu'on  néglige  dans  les  seconds  membres  des  équations  (60)  les 
termes  dépendants  de  c/^  et  J,  on  sait  qu'on  obtient  les  intégrales  du  système 
en  posant 

j9  =  N  sin  (?>f  +  y),     j/ =  N' sin  (//f  +  y),     ,     y^  =  N^^  sin  (iZ  +  y), 

2  =  N  cos  (/jf  +  y),      q'  =  '^'  cos  (1)1  + y),     ,      ^i^' =  IST'^  cos  (&^  +  y); 

quand  on  y  conserve  les  quantités  ^,  Ê,  la  forme  des  ^ltégrales  du  système 
supposé  complété  reste  la  même,  et  il  faut  seulement  poser  en  outre 

^;  ^  -^(s)  gi^  (ll  +  y),      _J  =  W  cos  (/v^4-7). 

50.  Lorsqu'on  veut  étudier  les  mouvements  relatifs  de  tous  les  astres  du 
système  solaire,  on  commence,  pour  simplifier  la  question,  par  considérer 
non-seulement  chaque  planète,  mais  aussi  chacun  des  systèmes  secondaires 
formés  par  une  planète  et  ses  satellites,  comme  se  réduisant  à  un  simple 
point  matériel,  son  centre  de  gravité,  dans  lequel  serait  réunie  la  masse  totale. 
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Après  avoir  déterminé  les  mouvements  de  tous  ces  points  par  rapport  au 
centre  du  Soleil,  on  étudie,  dans  chaque  système  secondaire,  le  mouvement 
de  la  planète  par  rapport  au  centre  de  gravité  du  système,  ceux  des  satel- 
lites autour  de  la  planète,  et  la  rotation  de  chacun  de  ces  corps  autour  de  son 
propre  centre  de  gravité.  C'est  dans  ces  dernières  recherches  seulement  c|ue 
l'on  a  égard  aux  actions  individuelles  de  la  planète  et  des  satellites,  ainsi  qu'à 
la  figure  de  ces  divers  astres. 

Supposons  qu'on  veuille,  au  contraire,  aborder  le  problème  dans  tonte  sa 
complication,  et  embrasser  dans  une  môme  analyse  l'ensemble  des  mouve- 
ments, tant  de  rotation  que  de  translation,  de  tous  ces  astres  à  la  fois, 
considérés  individuellement  :  il  faudra  tenir  compte  immédiatement  de  leur 
figure  et  de  l'action  que  chacun  d'eux  exerce  sur  tous  les  autres. 

On  pourra  déterminer,  par  un  système  unique  d'équations  différentielles, 
les  perturbations  des  mouvements  elliptiques  que  la  première  approximation 
attribue  à  chacun  de  ces  astres,  autour  du  Soleil  pour  les  uns,  autour  de 
planètes  pour  les  autres,  et,  en  même  temps,  les  inégalités  des  mouvements 
de  rotation  de  ces  différents  corps.  La  plupart  des  fonctions  perturbatrices 
partielles  qu'il  y  aura  lieu  de  considérer,  seront  plus  compliquées  que  dans  le 
cas  ordinaire,  à  cause  de  cette  circonstance  que  tous  ces  astres  ne  circulent 
pas  autour  d'un  même  centre  :  ainsi,  au  lieu  d'avoir  à  développer  les  puissances 
de  l'expression 

I  — 2a  cos  x  +  a"^  =  (i  —  (:te''')(i— ae~"), 

on  aura  celles  de  l'expression  plus  générale 

I  — 2a  cos  a;  — 2/3  cos  ?/  +  2o/5  cos  (.^  — ?/) +  «"  +  /3-, 

laquelle  peut  s'écrire 

(  I  —  a  e'-'' — jk''J)  (  I  -  o  e-  '■'  —  l3e-''0, 

et  même  celles  de  l'expression 

(i  —  ae''^— /je''^— ye'')(i  - ae"^''— pe"'^'- ye"^). 

Pour  nous  borner  au  cas  cjui  nous  sera  utile  ici,  occupons-nous  seule- 
ment des  déplacements  séculaires  des  plans  des  orbites,  en  ayant  soin  de 
considérer  en  môme  temps,  puisque  les  deux  problèmes  sont  connexes,  les 
déplacements  séculaires  des  équateurs  de  ceux  des  astres  dont  la  figure 
s'éloigne  sensiblement  de  la  forme  sphérique. 
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On  pourra  constater,*  par  un  calcul  facile  mais  trop  long  pour  être 
reproduit  ici,  la  proposition  suivante  : 

Si  l'on  convient  de  rapporter  à  un  même  plan  fixe  (ou  à  des  plans 
parallèles)  les  inclinaisons  de  tous  les  plans,  orbites  ou  équateurs,  dont  on 
étudie  les  déplacements,  et  de  compter  toutes  les  longitudes  des  nœuds  à  partir 
d'un  même  point  du  ciel,  les  équations  différentielles  qui  déterminent  les  pertur- 
bations séculaires  des  inclinaisons  et  des  nœuds  de  ces  divers  j^lans,  et  qui  sont  au 
nombre  de  deux  pour  chaque  plan^  sont  encore  linéaires  et  de  même  forme  que  les 
équations  (60),  pourvu  que  l'on  y  néglige  toujours  les  termes  qui  seraient  du 
troisième  degré  au  moins  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons. 

Si  l'on  met  en  évidence  ce  qui  se  rapporte  aux  satellites  de  Jupiter,  à 
son  équateur,  à  Jupiter  lui-même  et  à  une  planète  quelconque  Mi  dont  l'orbite 
sera  déterminée  par  les  variables  ifi,  Jj,  ce  système  d'équations  différentielles 
sera  de  la  forme 

''%     =  -M2+(o,i)2'  +  (o,2)r/'  +  (o,3)2"'+(o)r/v  +  [o]5 

^    =(i,o).i-^î./  +  (i,2)./'  +  (i,3)r  +  (i)r/v  +  [i]J 
+f'q'  +  9'J  +  h'J,+...., 


Ç=    °    '^  +  ©^'  +  ©^"  +  ®2"~02'^  +  ©.^^ 


(61).  ^    =  Fq  +  F'q'  +  F"q"  +  ¥"'r/"  +  Y''yqi^ 
dt 

+  G^9  +  H:?,+ 


^     =  |_oJp-(o,i)/-(o,2)p"-(o,3)p--(o)p-_[o]^ 
ai  — 


^fj,-cjg^>-h0i^-,,,., 


*  Voir  le  Mémoire  intitulé  Mouvements  relatifs  de  tous  les  astres  du  syslhne  solaire,  chaque 
astre  étant  considéré  individuellement.  {Mémoires  des  Savants  étrangers,  publiés  par  l'Académie 
des  Sciences  de  Belgiqiie,  tome  xlii.  1879.) 
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les  lettres  /,  g,  h,  /,...,  F,  G,  H,  F',  .  .  .  désignant  des  coefficients 
fonctions  des  masses  et  des  moyennes  distances,  et   les    autres  lettres  on 
coefficients  étant  les  mêmes  que  dans  les  équations  (60). 
Pour  l'intégrer,  on  devra  poser  non  seulement 

^  =  ^8111  (?/i  +  y),      ,     _2^''' =  Ni^sin  (?/^  +  y), 

q  =  'is  COi  {11  + y),      ,      ^i^-  =  N"-  COS  (6^  +  7), 


mais  encore 

^  =  N^-^'  sin  {U+y),     3\  =  Nw  sin  (Z/i  +  y), 
Q  =  W^  cos  {It  +  y).,      ,9i  =  N'"  cos  ilt  +  y'), 

Il  viendra  ainsi  entre  h,  N,  X',  .  .  .  N'"",  ls'^'\  N^'\ 
condition 


les  équations  de 


(62) 


(0=  -(Z/+M)N+(o,i)N'  +  (o,2)N"+(o,3)N'"  +  (o)Niv  +  [o]N('> 
0=      (i,o)N-(6+|T])N'+(i,2)N''  +  (i,3)N'"  +  (i)Ni^+[i]N<'' 

0=              ûN'  +  0N'+   2  :N"  +  0N'"-(&4-,7)^'''  +  0^^'' 
^/•iv]|^nv_|_^ivNW^;,iyN(.)  + , 

o  =  FN     +    F'N'   +   r"N"  +  F'"N'"  +  Fi^'K^^ 

+  (G -&)N(^'  +  HN'« +  ...., 

o  =  FiN     +  F/N'  +  F/'N"  +  F/"N'"  +  Fi^^N^v 


Ces  équations  donneront  pour  l'argument  b  autant  de  valeurs  b^^  b^, 
^2,  •  •  .  ,  qn'il  y  a  de  plans  dont  on  considère  les  déplacements,  et  les 
intégrales  générales  du  système  (61)  seront  : 
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Xo     siu  (/>o^  +  yo)+î^i      siu  (&ii  +  yi)+îf2     sin  (^a^  +  y,,) +  , 
No'    sin  (V  +  7o)+^/     sln  (5,^  +  y,)  +  N.3'    sin  (&2^  +  y,)  +  . 


(63)^ 


^   =  No^^^  sin  (&o^  f  yo)  +N/*-^  sin  (^ 


_ i  +  yi)+N2"'  sin  (&o  +  y2)  +  .. 

sin  (&oif  yo)+N/*-^  sin  (Z/if  +  yi)' 
^1  =  No^'>    •     ''    •  ■       ^   — 


--  V  „-  .  ,ux  .  -i     —  v^i^  .   ,,^+N2(-^^  sin  (&2i  + rai- 
sin (M  +  7o)+N"/'^  sin  (&j/  +  y,)+N2^'^  sin  (^a^  +  yo) 


•  j 


2)  +  . 


</       =No      COS  (Z;o^  +  yo)+^i      COS  (?;i^  +  yi)+No      C0S(&2^  +  72)+ , 


Une  solution  aussi  générale  du  problème  n'a  d'intérêt  qu'au  point  de 
vue  théorique  :  en  effet  le  système  (62)  se  partage  de  lui-même  en  autant  de 
systèmes  partiels  qu'il  y  a  de  groupes  d'astres.  Cela  résulte  de  la  compa- 
raison des  coefficients.  Dans  celles  de  ces  équations  qui  se  rapportent  aux 
satellites  et  à  l'équateur  de  Jupiter,  les  termes  provenant  des  planètes  autres 
que  Jupiter^  savoir  ceux  des  secondes  lignes,  sont  négligeables  à  côté  des 
autres  :  leur  rapport  à  ceux-ci  est  à  peu  près  égal  au  cube  du  rapport  des 
distances  d'un  satellite  à  Jupiter  et  d'une  planète  au  Soleil,  divisé  par  le 
rapport  des  masses  du  satellite  et  de  la  planète,  et  par  suite  il  est  au 
plus  Tô-è"ôo •  E^  négligeant  ces  termes,  on  obtient  un  premier  système  adéqua- 
tions de  condition^  identique  à  celui  qu^ auraient  donné  les  équations  (60)  par  les 
mêmes  substitutions^  savoir 

'0=  -(&+0)N+(o,i)N'  +  (o,2)ISr"  +  (o,3)N'"+(o)N>v+[o]N--\ 

0=      (i,o)N-(/.+  |l])N'+(i,2)N"  +  (i,3)N'"  +  (i)Niv  +  [i]N'0, 

(64):  o  =  (2,o)N  +  (2,i)N'     -(//+[T;)N"  +  (2,3)N'"  +  (2)Niv  +  [2]N'-^\ 

0=      (3,o)X+(3,i)N'+(3,2)N"-(/.+  |Ti)N'"+(3)N-+[2]N^'\ 

o  =  (■  o  N  +  Qn'  +  0N"  +  (z)W"  -{1  +  Ç))^'"-  +  0N(*-\ 


Si  l'on  considère  au  contraire,  parmi  les  équations  (62),  celles  qui  se 
rapportent  aux  diverses  planètes,  on  reconnaîtra  que  les  termes  dus  à  l'action 
des  satellites  et  à  l'aplatissement  de  Jupiter,  savoir  ceux  qui  composent  les 
premières  lignes,  sont  encore  de  plus  petites  fractions  de  ceux  qui  résultent 
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des  attractions  mutuelles  des  planètes  ;  leur  rapport  à  ces  derniers  est  appro- 
ximativement éi^al  (pour  les  plus  considérables)  au  carré  du  même  rapport 
de  distances  que  plus  haut,  multiplié  par  le  même  rapport  de  masses.  En 
en  faisant  abstraction,  on  obtient  un  second  système  d équations  de  condition^ 
en  oiomhre  égal  au  7ioml>re  des  planètes^  et  ne  contenant,  avec  l'argument  h^  que 
les  coefficients  W\  W^\  .  .  .  qui  sont  en  même  nombre. 

Ce  second  système,  qui  différerait  à  peine  de  celui  que  l'on  considère 
habituellement  dans  la  théorie  des  planètes,  est  indépendant  du  premier  et  de 
tous  les  autres,  et  par  conséquent  il  fera  connaître  séparément  les  variables 
<^,  ^,  ^1,  ,^^1,  ....  sous  forme  d'expressions  composées  d'autant  de  termes 
seulement  qu'il  y  a  de  planètes.  Cela  exige  que  les  valeitrs  des  quantités 
W'\  W'\  .  .  .  relatives  aux  autres  arguments,  soient  insensibles  dans  les  formides 
complètes  (63). 

Le  premier  système  dépend  au  contraire  du  second,  à  cause  de  la 
présence  des  termes  en  N^'\  Il  ne  suffira  donc  pas,  dans  les  valeurs  de 
p),  q,  p\  .  .  .  d'avoir  égard  aux  termes  qui  proviennent  de  l'action  des  satellites 
et  de  l'aplatissement  :  on  devra  tenir  compte  de  tous  les  arguments,  mais  il  y 
aura  des  simplifications. 

Les  considérations  qui  précèdent  sont  nécessaires  pour  justifier  le  procédé 
d'intégration  que  nous  allons  appliquer  aux  équations  (60)  ;  elles  étaient 
sans  cloute  dans  la  pensée  de  Laplace,*  mais  il  a  négligé  de  les  exprimer,  et 
elles  paraissent  avoir  échappé  complètement  à  son  commentateur. 

51.  Occupons-nous  exclusivement,  en  premier  lieu,  des  quatre  valeurs 
de  h  qui  se  rapportent  aux  orbites  des  quatre  satellites.  Nous  pourrons  alors, 
dans  les  quatre  premières  des  équations  (64),  négliger  les  derniers  termes  : 
on  vient  de  voir,  en  effet,  que  les  valeurs  correspondantes  de  N^'^  sont 
extrêmement  petites,  et  de  plus  les  coefficients  [o],  [i],  [2],  [3]  sont  eux- 
mêmes  relativement  petits.  Nous  y  pourrons  encore  négliger  les  termes  en 
N'^,  malgré  l'importance  des  coefficients  (o),  (i),  (2),  (3).  Prenons,  en  effet, 
la  dernière  des  équations  (64) 

*  En  effet,  au  N°  9  de  sa  théorie  des  satellites,  alors  qu'il  n'a  encore  formé  que  quatre 
équations  différentielles  du  second  ordre  entre  les  six  variables  qu'il  veut  déterminer,  Lapi^ace 
préjuge  déji\,  sans  aucune  explication,  la  forme  que  doivent  présenter  les  intégrales. 
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Les   coefficients   (o),  (i), étant  de  très-petits  nombres  (v.  le 

tableau  III),  il  en  sera  de  même  du  produit  {h  +  Q)W^  et  par  suite  aussi  du 
produit  l)^'^.  Mais  les  valeurs  de  h  dont  il  s'agit  sont  assez  voisines  des 
nombres  (o),  (i),  (2),  (3);  il  faudra  donc  aussi  que  les  termes  (o)N%  (i)N'', 
(2)X'%  (3)N'''  soient  négligeables. 

Ce  dernier  raisonnement  suppose,  il  est  vrai,  que  les  valeurs  des  coeffi- 
cients N,  X',  .  .  .  ne  sont  pas  considérables  :  or,  en  fait,  les  valeurs 
numériques  obtenues  par  Laplace,  traduites  dans  nos  unités,  atteignent  au 
plus  0,001. 

D'après  cela  on  pourra,  pour  le  calcul  des  quatre  arguments  que  nous 
avons  en  vue  et  des  nombres  qui  en  dépendent,  se  borner  à  prendre  les 
équations  réduites 

{0=  -(Z.+  M)N  +  (o,i)N'  +  (o,2)N"  +  (o,3)N"', 
0=     (i,o)N-(5+g)N'  +  (i,2)N"+(i,3)N'", 


(65); 

'0=     (2,o)N+(2,i)N'-(&+[7])N"  +  (2,3)N'", 

0=      (3,o)N+(3,i)N'+(3,2)N"-(?.+  [2)N'"; 

ce  sont  celles  qu'obtient  Laplace  pour  le  môme  objet. 

Soient  &o,  ^1,  ^21  ^3  ^es  quatre  valeurs  de  b  qu'on  en  déduit  ;  si  Von 
désigne  par  pi,  «/i,  ;:>/,  .  .  .  la  jyartie  des  inégalités  séculaires  de  2^1  (jt-tP'-,  •  •  •  Qui 
ne  dépend  que  de  V action  mutuelle  des  satellites,  on  aura 

,^j,   =i:iNsm  (Z/i  +  y),     î,  =  S,Ncos  (6^  +  y), 
(66)Li'  =  S,N'sin(&f+y),     ...., 

le  signe  ^1  s'étendant  exclusivement  aux  quatre  valeurs  Iq^  ^1,  h^,  h^  de  b, 
La  partie  correspondante  des  latitudes  au  dessus  du  plan  fixe  s'en  déduira 
par  la  formule 

A  =  (j^  sin  l—p  cos  /, 


et  on  aura  : 


X,    =  SiNsin  (I-lt-y), 
(XXVIII)  JX,'  =  i:,N'  sin  Q'-ht-y), 
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ConsidéroDS,  en  second  lieu,  les  termes  qui  dépendent  des  déplacements 
de  l'équateur  de  Jupiter  et  des  orbites  des  diverses  planètes  :  on  pourra  les 
calculer  en  bloc  comme  il  suit. 

Les  valeurs  de  h  dont  il  nous  reste  à  tenir  compte,  sont  toutes  très- 
petites  à  côté  des  quatre  premières.  En  effet  celle  qui  se  rapporte  à  l'équateur 
a  été  trouvée  par  Laplace  égale  à  9'',8788,  ce  qui  équivaut  à  0,000  000  0425 
dans  nos  unités  ;  quant  à  celles  qui  proviennent  des  diverses  planètes,  en 
prenant  les  valeurs  trouvées  au  tome  II  des  Annales  de  V  Observatoire,  on  voit 
que  la  plus  grande  n'atteint  pas  dix  fois  cette  dernière.  Toutes  ces  valeurs 
de  h  sont  donc  négligeables  à  côté  des  nombres  |  o  |,  |  i  |,  [2^  et  |  3  |  (mais  non 
à  côté  du  nombre  Q)  ;  en  conséquence,  quelle  que  soit  celle  que  l'on  considère, 
les  quatre  premières  des  équations  (64)  peuvent  se  réduire  aux  suivantes  : 

o  =  -,r^N+(o,i)N'  +  (o,2)N"  +  (o,3)N'"  +  (o)Ni-+[o]N« 
0=  (i,o)N-gN'  +  (i,2)N"  +  (i,3)N"'  +  (i)Niv+[i]N('), 
0=  (2,o)N+(2,i)N'-jT]N"4-(2,3)N'"+(2)Nîv+[2]N('', 
0=      (3,o)i^+(3,i)N'  +  (3,2)N"-[2N'"  +  (3)Niv+[3]N« 

Dans  chacune  de  ces  équations  la  somme  algébrique  des  coefficients  des 
variables  est  nulle,  et  par  suite  il  n'entre  en  réalité  que  les  rapports  de  cinq 
variables,  qui  sont  des  différences  des  quantités  N,  N',  .  .  .  prises  deux  à 
deux  ;  ces  différences  se  présentent  ici  au  nombre  de  14,  mais  on  peut,  de  six 
manières  différentes,  écrire  les  équations  sous  une  forme  telle  qu'elles  con- 
tiennent les  mêmes  différences.     Nous  choisirons  la  forme  suivante  : 

o  =  -[^  (N-N(^))  +  (o,i)(N'-N'^0  +  (o>2)(î^"-N''0  +  (o,3)(N'"-N'^0  +  (o)(Niv_N('0, 


Si  nous  posons 

les   équations   précédentes    nous    donneront,    pour    déterminer    les   quatre 
nombres  />t,  /x',  /x",  \i!"  les  quatre  équations  : 

S 
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'0=  -|]^iA'  +  (o,i)/  +  (o,2V  +  (o,3V"  +  (o), 
o=(i,o)  /x-     |T"|/  +  (i,2)/'  +  (i,3V''+(i), 

(67)  "~ 

0=(2,0)    At+(2,iy-      H/'+(2,3V"+(2), 

lo=(3,o)  /.+  (3,iV  +  (3,2V'-    [T|a^'"  +  (3)- 

Pour  faire  usage  de  ces  nombres,  prenons  comme  plan  de  comparaison, 
au  lieu  du  plan  fixe  considéré  jusqu'ici,  le  plan  variable  de  l'orbite  de  Jupiter. 
Soient,  à  l'époque  f,  I  l'inclinaison  de  l'orbite  du  satellite  m  sur  ce  plan,  et  r 
la  longitude  de  son  nœud,  comptée  à  p)artir  du  rabattement  de  V origine  primitive. 
On  aura,  comme  on  sait,  les  équations 

sin  I  sîn  (r  — 0)  :=  siu  ^  sin  (0  — G), 

sin  I  cos  (r— 9)  =  sin  <\t  cos  (9—6)  cos  $—  sin  $  cos  <p, 

d'où,  en  négligeant  les  carrés  des  inclinaisons, 

I  sin  (r-e)  =  ^  sin  (0-e),     I  cos  (r-e),  =  </>  cos  (0-9)-*, 

et  par  suite 

I  sin  -  =  jj  —  ^,     I  cos  T  =.  q^  —  Q. 
On  aura  en  conséquence 

I  sin-  =  S(N-N^^')  sin  (6^  +  y),     I  cos  r  =  2(N'-N'^0  cos  (&i  +  y),  ' 

le  signe  %  s' étendant  à  toutes  les  valeurs  de  h  sans  exception. 

Séparons  dans  ces  expressions,  en  les  distinguant  par  les  indices  i  et  2, 
la  partie  qui  dépend  des  quatre  arguments  ^o?  ^i?  ^2?  ^3  et  celle  qui  dépend  de 
tous  les  autres.     Les  deux  quantités 

2i(N'-Nf'0  sin  (/^i  +  y),     Si(N-N('')  cos  i])t-^y^ 
ne  différeront  pas  des  quantités 

2iN  sin  (&/  +  y),     :i:,N  cos  (6i  +  y) 

considérées  précédemment,  puisque  les  valeurs  de  N^'^  relatives  aux  quatre 
premiers  arguments  sont  insensibles, 
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On  aura  ensuite,  pour  les  autres  valeurs  de  è, 

22(N-N<")  sin  (&i  +  y)  =/i22(N'v-N('))  sin  {U  +  y), 
2,  (N"  -  W^)  COS  {ht  +  y)  =  |u2o  (N>^  -  W^)  cos  (&i  +  y )  ; 

et  si  Ton  observe  que  pour  les  arguments  exclus  du  signe  S2,  les  valeurs  de 
N'^  et  N^'^  sont  insensibles,  on  pourra  prendre  pour  seconds  membres  les 
expressions 

^S(Niv_N(^))  sin  (&i  +  y),     ix^{W^-W'^)  cos  {ht  +  y). 

Soient  co'  l'inclinaison  de  l'équateur  de  Jupiter  sur  le  plan  de  l'orbite 
actuelle,  et  —  ij/'  la  longitude  de  son  nœud  descendant,  comptée  à  'partir  du 
rabattement  de  V origine  primitive  ;  on  aura,  par  les  mêmes  considérations  que 
plus  haut, 

u)'  sin  ;//'  =  f'^  -0^,      —ù)'  cos  -il'  =  2^^—  J, 


et  par  suite 


a>'  sin  xL'  =  :S(N''-  N"')  sin  (bt  +  y), 
■0}'  cos  i//'  =  i:(Ni^-N^^O  cos  (ht  +  y). 


La  seconde  partie  des  valeurs  de  I  sin  r  et  I  cos  r  peut  donc  s'écrire 
ixù)'  sin  \}/'  et  —  jw-w'  cos  -^^  On  verra  plus  loin  la  manière  de  déterminer 
ûi'  et  xj/'. 

En  réunissant  les  deux  parties,  on  aura 

fl  sin  r  =  :S,îir  sin  (ht  +  y)  +  uu)'  sin  \L', 
(68) 

il  cos  T  =  2,]Srcos  (ht  +  y)—id(x)'  cos  •4''. 

Soit  A  la  latitude  du  satellite  m  au  dessus  de  l'orbite  de  Jupiter  :  sa 
longitude  ne  différera  de  l  que  par  des  termes  du  second  ordre,  et  par  suite 
on  pourra  prendre 

A  =  Isin(Z-r). 
Au  moyen  de  cette  formule  et  des  équations  précédentes  appliquées  à 
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chacun  des  satellites,   on   trouvera  pour  les  latitudes  au  dessus  du  plan   de 
Vorhite,  abstraction  faite  des  inégalités  périodiques,  les  expressions 


(XXIX) 


A  =  :SiN  sin  (/'  -U-y)-i-L  w' sin  (/  +-1'), 
A'  =:S,N'  sin  (/'  -lt-y)-fi'  J  s'm  (r  +■>/.'), 
A"  =  2,N"  sin  (l'  -ht-y)-fi"o,'  sin  (l"  +-f  ), 
A'"  =  SiN"'  sin  (l'"-ht-y)-fx"'io'  sin  (l"'  +  xl^'), 


identiques  à  celles  de  la  Mécanique  Céleste. 

Il  est  facile  d'ailleurs  de  tout  rapporter  au  plan  fixe.     On  a,  en  effet, 

p  =  0^  +  1  sin   r,      g  =  Q  +  1  COS  r; 

on  aura  donc  pour  les  valeurs  complètes  de  p  et  q  les  formules 

p  =  2iN  sin  {U-\-y)+nw'  sin  •^'  +  <^, 


(69)   , 

(  q  =  ^liN  COS  (ht  +  y)—fxoj'  COS  ^'  +  ^, 

et  par  suite  pour  celle  de  la  latitude  au  dessus  du  plan  fixe 

(XXX)     \  =  s,  Nsin  (l-U-y)-pw'  sin  (Z  +  -f  )  + j3  sin  Z-<^  cos  l 

On  aura  des  formules  toutes  pareilles  pour  les  trois  autres  satellites. 

52.  Il  nous  reste  à  déterminer  le  déplacement  de  l'équateur  de  Jwp2V^?', 
soit  par  rapport  au  plan  fixe,  soit  par  rapport  au  plan  de  l'orbite,  c'est  à  dire 
à  calculer  les  quantités  w,  \!/,  w'.  ^'. 

Considérons,  à  cet  effet,  le^  valeurs  de  p'''  et  q'""  données  par  les  formules 
(63),  en  les  réduisant  aux  termes  suivants 

2^"  =  ^aNi^  sin  (U  +  y),  q'"'  =  ^2^'''  cos  (ht  +  y), 

puisque  les  valeurs  de  N'""  relatives  aux  actions  des  satellites  sont  négli- 
geables. L'argument  /^^  qui  se  rapporte  au  déplacement  de  l'équateur,  se 
calculera  aisément  au  moyen  de  la  dernière  des  équations  (64).  Celle-ci 
peut  s'écrii'e 

7,X'v=0(N-N'^  )  +  Q(N' -N^'O  +  0(N"-N(-)  +  (?  (N"' -N"')  -  Q'(N"- -  X-"'), 
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et,  à  cause  des  relations  qui  ont  lieu,  pour  tous  les  arguments  que  nous  con- 
sidérons, entre  les  cinq  différences  qu'elle  contient,  elle  deviendra 

(70)    Z/Niv  =^  {^^l+  7  /x'+0^"+(3)/^'"-^;)(N'^-N^'O• 
Quand  il  s'agit  de  ^4,  il  est  permis  de  négliger  N^'^  :  on  a  vu  en  effet  que 
les  déplacements  de  l'orbite  se  calculent  par  un  système  d'équations  qui  ne 
dépend  pas  des  déplacements  de  l'équateur.     Le  facteur  N'^  devient  alors 
commun  aux  deux  membres,  et  il  reste 

On  aura  ainsi  les  premiers  termes  des  valeurs  de  p^^  et  q'^.,  savoir 

N4"-  sin  (&4^+74)>     1^4'''  cos  {hit  +  ji), 

N4'''  et  ji  étant  deux  arbitraires, 

Pour  les  termes  suivants,  si  nous  considérons  l'un  d'eux  en  particulier, 
son  argmnent  h  devra  aussi  vérifier  l'équation  (70),  laquelle  peut  s'écrire 

On  en  tire 

formule  qui  donnera  la  valeur  du  coefficient  N'',  puisque  h  et  W^  sont  connues 
par  la  théorie  des  planètes.  Si  donc  l'on  désigne  par  S3  l'ensemble  des 
termes  qui  se  rapportent  aux  déplacements  des  orbites  des  planètes,  les 
valeurs  complètes  de  //''  et  q^^  seront  : 


(71)^ 


>'  =  N;'v-  sin  (M +  74)  -^1^3^;^  sin  (ht  +  y), 
r/v  =  N.,"-  COS  (Z'4^+ 74)  -^4-37-7-  cos  Qjt  +  y). 
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Ou  en  tirera  w  et  vj/  par  les  formules 

w  sin  -.//  =  iP,     —  w  cos  -^  =  2^'', 

Ou  peut  transformer  ces  formules  de  manière  à  n'avoir  pas  besoin  de 
considérer  individuellement  chaque  valeur  de  b.  Pour  cela,  faisons  d'abord 
disparaître  la  quantité  h  qui  se  trouve  en  dehors  des  signes  sinus  et  cosinus, 
en  introduisant  au  lieu  de  ht+y  l'angle  ht—h^t+y.     Il  vient 

w  sin  i-^  +  h^t)  =      N4"-  sin  74-^4237^  sin  {U-l^t  +  y), 

w  COS  (-^P  +  h^t)  =  -N^î^  COS  74  +  ^^4^3  7^  cos  (U-hit+y), 

u  —  u^ 

ou  bien 

w  siu  i^  +  lS  =      ^i''  sin  y^-bifdŒ^W'^  cos  (ht-h^t  +  y), 
w  cos  (^  +  &40  =  -N"/^  cos  y^-lMlf^z^^'^  sin  {11-1.^1  + y). 

Mais  des  deux  formules 

*  sin  0  =  S3N^'>  sin  (It  +  y),     *  cos  G  =  'E.^W  cos  {ht  +  y), 

on  tire 

SgN^  sin  {11-1^1  + y)  =  «ï)  sin  (e-&40, 
^^W^  cos  (&^-&4^  +  7)  .=  *  cos  {Q-h^t). 

On  aura  donc  enfin,  pour  le  calcul  de  w  et  \(/,  les  deux  formules 

Iw  sin  (■>/'  +  Z^40  =      N4'^  sin  yx  —  lJ'^  cos  {Q  —  h.f)àt^ 
w  cos  (i//+Z>40  =  -'N.i'''cosy.i-bJ<i>  sin  {Q-l>^t)flt. 

Ayant  calculé  w  et  \(/,  on  obtiendra  co'  et  \j/'  par  les  équations 

w'  sin  iL'  =       ^  sin  ti/  — <I>  sin  9, 

(73)  ■ 

i— 0/'  cos  ■»//'  =  —  w  cos  y  —  *  cos  0. 
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Mais  si  l'on  veut  trouver  directement  a'  et  -^^  sans  passer  par  l'inter- 
médiaire de  oi  et  \!/,  on  tirera  de  ces  équations  les  suivantes 

w'  sin  {l'  +  hjft)  =  w  sin  (\p  +  hit)  —  (^  sin  (Q  —  h^t), 
w'  cos  Q'\^'  +  h^t)  =  w  cos  (\p  +  hit)  +  f^  cos  (9  — 64^), 

et  par  suite 

w'  sin  (4'' +  2*10  =      ^4'''  sin  Yi-h^fi  cos  (e-&40fZîî-*  sin  (e-&.iO> 
(ii/'  +  M)  =  -1^4^^  cos  yi-hifh  sin  (e-Z*40cZ^+*  ces  (e-&40. 


(74)- 


w'  cos 


53.  Les  formules  qui  précèdent  se  rapportent  à  un  plan  fixe  quelconque, 
mais  elles  se  simplifient  beaucoup  lorsqu'on  choisit  pour  ce  plan  celui  de 
l'orbite  de  Jupiter  à  l'origine  du  temps,  et  pour  origine  des  longitudes 
l'équinoxe  de  Jupiter  à  la  même  époque. 

Les  expressions  générales 

$  sin  e  =  2N(*5  sin  (It  +  y),     *  cos  9  =  2N<'^  cos  (ht+y) 

se  réduisent  alors  à  la  forme 

*  sin  8  =  A^,     *  cos  9  =  B^. 

En  effet  pour  ^=o,  on  doit  avoir  <ï>=o,  et  par  suite  on  aura  les  identités 

SN^^)  sin  7  =  0,     ^W'^  cos  y  =  o  ; 
on  pourra  donc  écrire 

*  sin  e  =  2N(')  sin  (ht  +  7)  -  SN^^^  sin  7  =      2SN'*>  sin  -  cos  (-  +  y\ 

*  cos  9  =  2N^')  cos  (?/i  +  7)_2N''>  cos  7  =  -2^^^  sin  -  sin  C~+y\ 

ou  bien  encore,  en  supposant  que  l'on  puisse  se  borner  aux  termes  contenant 
la  première  puissance  de  t, 

$  sin  9  =  t'^W''^  cos  7,     *  cos  9  =  — /2&N"'  sin  y. 
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Les  valeurs  numériques  de  A  et  B  pourront  d'ailleurs  s'obtenir  direc- 
tement,  en  observant  quelles  sont  respectivement  'j^,~dti  et  calculant  les  ex- 
pressions données  pour  ces  quantités  par  les  équations  (61).  Pour  s'en  faire 
une  idée,  il  suffira  même,  bien  que  l'origine  des  longitudes  soit  différente,  de 
prendre  au  tome  II  des  Annales  de  l'Observatoire  (p.  10 1)  les  variations 
annuelles  de  -y  et  J  pour  1850  ;  on  en  déduit,  en  adoptant  toujours  nos 
unités,  les  valeurs  suivantes  des  variations  diurnes  : 

A  :=   —0,000  000  001   274,       B  :=    —0,000  000  001   759, 

nombres  du  même  ordre  de  grandeur  que 

54  =  0,0000000425. 

Il  résulte  de  là  que  l'on  pourra  négliger  les  intégrales  qui  figurent  dans 
les  équations  (72)  et  (74).     On  aura  en  eflfet 

/î  sin  {e-h^Odt  =  flAt-h,Bt^)dt  =  èf-l^'^^ 

fl  Gos(e -h, t)dt  =  fl'Bt  +  hiAt^)dt  =  ^  +  h,~. 


Les  termes  en  t^  doivent  être  rejetés  tout  d'abord  sans  examen,  parce 
qu'ils  ne  seraient  pas  les  seuls  si  l'on  prenait  des  valeurs  plus  approchées  de 
^  sin  0  et  <ï>  cos  0  ;  on  rejettera  pareillement  les  termes  en  t',  parce  qu'ils 
doivent  être  encore  multipliés  par  le  facteur  &*,  et  qu'ils  deviennent  par  là 
insensibles  à  côté  des  autres  termes.  Les  équations  (72)  se  réduiront 
donc  à 

0)  sin  (4^  +  h.iO  =  N,'"  sin  y.,,     w  cos  (^p  +  h^t)  =  — N.,'"'  cos  74. 

Mais  d'après  le  choix  de  l'origine  des  longitudes,  on  doit  avoir  -^=0 
pour  ^=0  :  la  constante  74  doit  donc  être  nulle,  et  on  aura 

(75)        ■J^=-l'^t,        U>=-N4^ 

A  ce  degré  d'approximation,  l'inclinaison  de  l'équateur  sur  le  plan  fixe 
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reste  constante,  mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  son  inclinaison  sur  l'orbite. 
Les  équations  {y 2))  deviennent 

w'  sin  ;//'  =  —  tii  sin  hit — A^, 
w'  cos  1//'  =      w  cos  64^  +  Bi; 

à  cause  de  la  petitesse  des  angles  \|/  et  hj:,  on  en  tire 

(76)     ù>'  =  w  +  B^,     xp'  =  -bit--L 

Les  formules  (68)  et  (69)  qui  déterminent  le  plan  de  l'orbite  du  satellite 
m,  respectivement  par  rapport  à  l'orbite  de  Jupiter  et  par  rapport  au  plan 
fixe,  deviennent  dans  la  même  hypothèse 


(77)1 
et 


I  sin  T  =  SilST  sin  (U  +  y)—fx(u)hi  +  B')t, 
I  cosr  =  2iNcos(&^+y)— /i(w  +  BO, 


'  2  =  SiNco3(&^+7)+  (i-fx)Bt-fMU). 


IL  Inégalités  périodiques  des  inclinaisons  et  des  longitudes  des  nœuds. — 
Termes  correspondants  des  latitudes. 

54.  Considérons  maintenant  les  inégalités  périodiques  de  l'inclinaison  et 
de  la  longitude  du  nœud  :  on  les  obtiendra  en  ne  prenant  dans  les  équations 
(56))  (57)  Gt  analogues,  que  les  termes  périodiques. 

Ces  inégalités  étant  toutes  du  premier  degré  au  moins  par  rapport  aux 
inclinaisons,  elles  ne  peuvent  devenir  sensibles  que  par  la  présence  d'un 
faible  diviseur  ou  du  facteur  J. 

Relativement  au  premier  satellite,  celles  qui  présentent  un  diviseur 
voisin  de  2n—4n\  s'obtiendront  par  les  deux  équations 

^=  -(o,i}[^  sin  (4l'-2l-2d)-<}>'  sin  (4I'- 21-6-6')'], 

<t>^=       {o,i}[<p  C03  (4l'-2l-26)-f'  cos  (4l'-2l-6-d')l 


138  M.  SouiLLART,   Théoiie  analytique 

On  peut,  dans  l'intégration  de  ces  équations,  avoir  égard  approximative- 
ment aux  variations  séculaires  des  éléments  6  et  6'^  comme  on  a  fait  précé- 
demment pour  les  éléments  tn-,  ct'  .  .  .  ,  c'est  à  dire  en  posant 

les  quantités  ^,  ^'  désignant  les  parties  constantes  de  ^,  ^,  dont  —  |_o^|  et 
—  1  I  I  sont  les  termes  les  plus  importants.     Il  vient  ainsi  les  deux  formules 

u=  -{o,i}r ^, — ^,cos(4Z'-2ï-2ff) f  ^    ^,cos  {4'-2i-e-e')\ 

fcd=  -{o,i}r ^; ^sm(4l'-2l-2d) ?^-^ — ^sin  (4l'-2l-d-d')]. 

^  *-  '  'l27i-4n'  +  2l3        ^^  ^      271-411' +li  +  li'        ^^  ^J 

Mais  à  cause  de  l'insuffisance  de  ce  mode  de  correction,  il  vaudra  mieux 
y  recourir  le  moins  possible.  Ecrivons  les  équations  à  intégrer,  sous  la 
forme  : 

~  =  —  {0,1}  [(0  cos  6-(t>'  cos  0')  sin  (4I' -2l-d)-(<f>  sin  0-0'  sin  0')  cos  (4Z'-2Z— 0)], 

(p—  =      {0,1}  [(0  COS  0-f  cos  0')  cos  (4l'-2l—e)  +  {(l>  sin  0-f  sin  0')  sin  (4Z'-2Z-0)], 

CLv 

et  remplaçons  dans  les  seconds  membres  les  quantités  ^  sin^— ^' sin  6\ 
(j)  cos  ô—cj)'  cos  0'  par  leurs  valeurs  déduites  des  formules  (69)  et  analogues, 
savoir,  en  omettant  l'indice  du  signe  X,  ce  qui  n'a  plus  d'inconvénient, 

0  sin  0-</)'  sin  0'  =  S(N-N')  sin  (6«  +  y)  +  (/i-^')a,'  sin  \P', 
(p  cos  0—0' cos  0'  =  S(N— N')  cos  (bt  +  y)-(fx-fji')u)'  cos  \p'; 

il  viendra 

^=  {o,i}[-S(N-N')sin  (4I' -2l-e-ht^y)  +  (fx-u')u,'  sin  (4l'-2l-6  +  ^P')\ 

dt 

fl>f-=  {0,1} [     S(N-N')  cos  (4l'-2l-d-U-y)-(fi-tx'y  cos  (4Z'-2Ï-0  +  ^')]. 
dt 
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On  en  déduit,  le  coefficient  de  t  dans  la  valeur  de  \|/'  étant  relativement 
néo^lio^eable, 

30=  {0,1}  f-s — ^7-^'    ,  cos(4;^-2Z-e-;;f-y)  +  -^^~^'^'^'-cos(4;^-2;-0+;i.')1, 

0êtf=  {0,1)  ["-S ^~^',        sîii(4Z^-2Z-e-^^-y)+     ^^"^P*^'    sin  (4Z'_2Z-e  +  f)l. 

Ces  formules  étant  plus  approchées  que  celles  de  plus  haut,  il  semble 
que  l'on  obtiendrait  encore  une  plus  grande  exactitude,  si  l'on  achevait 
l'élimination  de  l'élément  0  dans  les  seconds  membres,  ce  à  quoi  l'on  parvient 
par  le  changement  de  variables  J9  =  ^  sin  Ô,  q=(f>  cos  0.  Mais  il  se  présente 
encore  ici  la  même  circonstance  qu'au  n**  9,  et  il  en  résulterait  au  contraire 
une  approximation  moindre. 

Les  inégalités  correspondantes  de  la  latitude  seront  données  par  la 
formule 

(XXXI)     JX  =  {°,-}[^,4;^;,^,3in  Ul'.,l-M-y)-lB^^,^  (4Ï'-3H*')]. 

Considérons,  en  second  lieu,  les  inégalités  qui  présentent  le  diviseur 
2oV,     En  opérant  absolument  comme  dans  le  cas  précédent,  on  obtient 

(XXXII)     3X  =  [o][-S^^5^_^sin  (2j-l-U-y)+  ^J^.  sin  (2j'-Z  +  f  )j. 

Dans  les  éclipses  du  satellite  m,  on  a  J?=/±7r,  2^— /=/±27r,  et  par 
suite  les  inégalités  (XXXII)  dépendent  des  mêmes  arguments  l—ht—y^ 
l—b^t—y^^  .  .  .  ,  /+\)/'  que  les  termes  des  formules  (XXIX).  En  parti- 
culier le  dernier  terme  devient  alors 

— i^^«^'sin  (Z  +  ^O; 


2j'-fl 


ainsi  que  l'a  remarqué  Bowditch,  Laplace  a,  par  mégarde,  pris  ce  terme  en 
signe  contraire.  Quant  aux  autres  termes  des  formules  (XXXI)  et 
(XXXII),  ils  coïncident   exactement  avec  ceux    de   la    Mécanique  Céleste. 
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Considérons  enfin  les  inégalités  qui  dépendent  de  la  figure  de  Jupiter,  la 
présence  du  facteur  J  au  lieu  d'une  masse  pouvant  leur  donner  une  valeur 
relativement  sensible.  En  procédant  encore  comme  plus  haut,  et  faisant  usage 
des  formules 

<p  sin  0  — w  sin  ;^  =  SN  sin  (5i-f-y)  — (i  — yu)w'  sin  t/-', 
<p  COS0  +  W  cos  4^  ^  2N  cos  (5i  +  7)  +  (i— /i)w'  cos  \!/\ 

qui  résultent  des  formules  (69)  et  {72>)i  on  obtient 

(XXXIII)     aX  =  -(o)rS ^V-,  sin  (l-U-y)-\-  -^^  w'  sin  (Z  +  -^')T 

J_      271  — p—O  271  — p  J 

Ces  termes  dépendent  encore  des  mêmes  arguments  que  ceux  des 
formules  (XXIX).  On  ne  les  trouve  pas  dans  la  Mécanique  Céleste  :  peut- 
être  cependant  ne  seront-ils  pas  tout  à  fait  négligeables. 

Occupons-nous  maintenant  du  second  satellite,  et  considérons  d'abord 
les  inégalités  qui  présentent  un  diviseur  voisin  de  2n—^n\  On  les  obtient 
au  moyen  des  équations 

^=  -  {1,0}  [f  sin  (4l'-2l-2d')-cf,sm  (4I' -2l-b' -0)], 
^'^=       {i,o][(p' cos(4l'-2l-2d')-<pcos(4l'-2l-d'-d)'\, 

d'oii  l'on  tire 

(XXXIV)  aV=  (i,o}r2 '^'7\       sin  (si' -^l-'bt-r)-    ^^''~^^"'\sm(sl'-2l+4.')]. 

Pour  obtenir  ensuite  les  termes  à  petit  diviseur  dus  à  l'action  du  troi- 
sième satellite,  il  suffira  de  prendre  la  formule  (XXXI)  et  d'ajouter  un 
accent  à  chaque  lettre  qui  se  rapporte  à  un  satellite  particulier  :  cela  donne 

(XXXV)  cX'=  î,,.)[z-,J^^^f^^.in(4r-3r-M-r)-  J^f^,  -  Ul"-3l'  +  ^')} 
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Les  deux  dernières  inégalités  peuvent  d'ailleurs  être  réunies  en  une 
seule,  les  arguments  étant  les  mêmes,  à  cause  de  la  relation 

4"-2,V  =  zl'-2l+2w. 

A  cela  il  faut  joindre  les  inégalités  dues  à  l'action  du  Soleil  et  à  l'apla- 
tissement de  Jupiter^  que  l'on  obtient  en  mettant  dans  les  expressions 
(XXXII)  et  (XXXIII)  les  éléments  du  second  satellite  au  lieu  de  ceux  du 
premier. 

Pour  le  troisième  satellite,  il  faudra  prendre  d'abord  l'inégalité  due  à 
l'action  du  second,  toute  pareille  à  (XXXIV),  savoir 

et  ensuite  celles  qui  proviennent  de  l'action  du  Soleil  et  de  l'aplatissement  de 
Jupiter. 

Enfin  ces  dernières  seront  les  seules  qu'il  y  aura  lieu  de  considérer  dans 
la  théorie  du  quatrième  satellite. 

Les  perturbations  qu'on  vient  de  calculer  sont  celles  des  latitudes  au 
dessus  du  plan  fixe  ;  elles  difîèrent  très-peu  de  celles  des  latitudes  rapportées 
au  plan  de  l'orbite  de  Jupiter,  et  comme  leurs  valeurs  sont  à  peine  sensibles, 
il  n'y  a  pas  lieu  à  distinguer. 

Quant  aux  inégalités  périodiques  des  éléments  w  et  \f/,  on  les  déduirait 
de  même  des  équations  (59),  si  elles  n'étaient  pas  insignifiantes. 

Remarque. — Dans  ce  qui  précède,  on  n'a  considéré,  parmi  les  inégalités 
de  la  latitude,  que  celles  qui  sont  du  premier  ordre  par  rapport  à  la  force 
perturbatrice.  On  peut  se  demander  si  les  ordres  suivants  n'amèneraient  pas 
quelques  termes  sensibles,  comme  cela  s'est  présenté  pour  le  cas  de  la  longi- 
tude. La  réponse  est  négative,  car  la  fonction  perturbatrice  ne  contenant 
les  inclinaisons  qu'au  second  degré  au  moins,  les  inégalités  périodiques  du 
premier  ordre  des  variables  c^,  ô  dépendent  toutes  des  inclinaisons,  et  il  en 
est  de  même  de  leurs  inégalités  du  second  ordre. 

Il  n'y  a  pas  lieu  davantage  à  ajouter  aux  seconds  membres  des  équations 
(60)   des  termes  non  périodiques  d'ordres  supérieurs  :    de   pareils   termes 
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existent  en  grand  nombre,  mais  il  est  facile  de  s'assurer,  en  considérant  les 
plus  importants,  qu'ils  sont  tous  négligeables. 

III.  Equations  séculaires  des  longitudes. 

55.  Au  moyen  des  formules  obtenues  dans  ce  Chapitre  pour  les  varia- 
tions séculaires  des  éléments  ^,  ô,  4^',  .  .  .  ,  et  des  formules  analogues 
trouvées  au  Chapitre  III  pour  les  éléments  e,  rr,  e ',...,  on  peut  déterminer 
les  équations  séculaires  des  longitudes  des  satellites. 

On    sait   que   pour   obtenir   cette   espèce    d'inégalités  relativement   au 

satellite   m^  il  faut  prendre  exclusivement  dans  l'expression  de  ^J  les  termes 

explicitement  indépendants  du  temps  et  qui  sont  du  second  degré  par  rapport 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons.     Ces  termes  contenant  les  quantités 

e2  =  /i2  +  P,     eé   cos  ('C7-'=r')  =  hh'  +  kk',     , 

02  =  _^;2  +  ^2,     00'  COS  (0  -  6')  =  pp'  +  qq',     ..... 

si  l'on  remplace  les  éléments  A,  k,  A',  .  .  .  ,  79,  g,  p',  .  .  .  par  les  valeurs 

h='M.sm(gt  +  l3)  + ,  h' = ,  

k  =  McoB(gt  +  fi)  +  ..,.  ,  h' = ,  

_25  =  N  sin  (6i  +  y)  + +fxù)'sm\p',         p' = ,  

g  =  N  cos  (7jf  +  y)  +  .  .  .  .  —  yuw' cos  \//',  2'  = >  

et  qu'on  ait  égard,  en  même  temps,  aux  variations  séculaires  qui  affectent  l'excen- 
tricité de  l'orbite  de  Jupiter,  et  l'obliquité  de  son  écliptique,  on  obtiendra  dans  ^^  : 

i"  des  termes  proportionnels  au  temps  ; 

2"  des  termes  périodiques  dont  l'argument  croît  proportionnellement 
au  temps,  mais  avec  une  grande  lenteur  ; 

3**  beaucoup  d'autres  termes,  soit  constants,  soit  périodiques,  dont  il  n'y 
a  pas  lieu  de  s'occuper. 

Les  termes  de  la  première  espèce  donneront,  par  l'intégration,  des 
inégalités  du  second  ordre  proportionnelles  au  carré  du  temps  ;  ceux  de  la 
seconde  espèce  pourront  acquérir  de  l'importance  par  les  faibles  diviseurs  qui 
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s'y  introduiront  :  on  les  ramènerait  d'ailleurs  à  la  première  espèce  si  on  les 
développait  suivant  les  puissances  de  t. 

Quand  on  se  borne  aux  termes  du  second  degré  par  rapport  aux  excen- 
tricités et  aux  inclinaisons,  la  formule  qui  donne  —  se  réduit  à 

dt 

^ 2_  cKl   . e_  cKi  0      du 

dt  na  da        2na^   de        2na^  d(f)  ' 

et  on  doit  prendre  dans  la  fonction  perturbatrice  les  termes  suivants 

R(o,i)=  J  B^"[e2  +  e'2-,^2_^'2_^2^^/  cog  (0-0')]_  1  B«W  cos  (^-^'), 
a  4 

Nous  négligerons  d'écrire  les  termes  provenant  de  R(o,2),  et  R(o,3)  ;  on  les 
déduira  de  ceux  que  fournit  K(o,i),  en  remplaçant  les  éléments  du  second 
satellite  successivement  par  ceux  du  troisième  et  du  quatrième. 

La  première  partie 


2_  (Kl      1       de 

na  da  dt 


donnera  les  termes  suivants 


(79) 


—  ^ — i — le^  +  e'^  —  (j)^  —  é'^  +  2(p<i)'cos{d—d')j-\ — *— ee' cos  (-nr  — w') 

dt              fi         4                                                                             fjL  2 

-2[o][e2+(f^-0^-*H20*  cos  (6-6)] 

+  3(o)[e^— 0^  — w^— 2i/)w  cos  (i^-l-  0)]  ; 


la  deuxième  partie 

e     da 

2rui?    dt. 

donnera 

-;-  =  -l'one'* [0,1]  ee'  cos  (■nr  — ■cr'); 

dt       2' — '  2 

nous  considérerons  plus  tard  la  troisième  partie. 
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En  effectuant  dans  ces  deux  expressions  les  substitutions  indiquées  plus 
haut  et  se  bornant  à  la  partie  utile,  on  obtiendrait  encore  un  nombre  assez 
considérable  de  termes  :  mais  il  en  est  beaucoup  que  l'on  peut  négliger  à 
priori.  A  cause  de  l'extrême  petitesse  des  excentricités  des  satellites,  on 
pourra  faire  abstraction  de  tout  ce  qui  en  proviendrait  ;  il  n'en  sera  pas  de 
même  au  sujet  des  inclinaisons,  bien  qu'elles  soient  aussi  d'assez  petites 
quantités,  parce  que  leurs  variations  séculaires  dépendent  des  déplacements 
de  l'équateur  et  de  l'orbite  de  Jupiter^  tandis  que  celles  des  excentricités  ne 
dépendent  pas  de  l'excentricité  de  la  planète. 

Nous  négligerons  en  conséquence  le  deuxième  groupe  tout  entier,  et, 
dans  le  premier,  les  termes  contenant  é',  é^,  ee'  ;  mais  nous  conserverons  le 
terme  —  2[o](^^,  pour  avoir  égard  aux  variations  séculaires  de  l'excentricité 
de  Jupiter. 

Posons  ê=ëo  +  ct'  On  trouve  dans  le  tome  II  des  Annales  de  V  Observatoire 
(p.  6i  et  loi),  en  prenant  1850  pour  origine  du  temps  exprimé  en  années , 

^Q  =  0,048  238  8,    c  =  0,000  001  305. 

Dans  le  carré  ê^=êo+'2êoCt+àf,  nous  devrons,  en  vue  du  calcul  actuel, 
négliger  la  partie  constante  ê^  et  le  terme  ât^  ;  nous  aurons  ainsi  un  premier 
terme  du  second  ordre  qui  sera 

(A)     ^  = -4[o]<foc^. 
Considérons  maintenant  dans  le  groupe  (79)  le  terme 

[(?.2  +  f  2-2^f  CCS  (0-e')]- 

/x         4 

La  parenthèse  peut  s'écrire 

(^_y)2  +  (2_2')2. 

Or  on  a,  en  vertu  des  formules  (69)  : 

p-p'  =  S(N-N')  sin  {U-\-y)-\-{n-fi')io'  sin  ;//, 
2-2'  =  S(N-N')cos  {ht+y)-{ix—ix>)J  COQ  \p , 
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et  par  suite 


ip-p'y  +  {q-q'y  =  S(N'-N0-+22(N-N')(N,-N,')  cos  {U  +  y-l.i-y,) 
+  (^-^')V2_2(p— ^')w'2(N-N')  cos  (^^  +  7  +  4-')- 

Le  premier  terme  de  cette  expression  doit  être  négligé,  parce  qu'il  est 
constant  ;  les  trois  autres  pourraient  être  conservés,  mais  comme  il  résulte 
de  la  réduction  en  nombres  faite  par  Laplace  que  les  coefficients  N,  N',  .  .  . 
sont  assez  petits  pour  que  leurs  produits  soient  insensibles,  nous  négligerons 
encore  le  second.  Le  troisième,  quand  on  y  remplace  oi'  par  sa  valeur  o)  +  B^, 
d'après  la  première  des  formules  (76),  devient  2{ix—p!y(t}V>t.  Nous  laisserons 
le  quatrième  sans  changement,  et  nous  aurons  ainsi  les  nouveaux  termes 

(B)    ^  =  !!^  ^^  [(^-/)2c.Bf-(^-/)a,'2(N-N')  cos  (?,f  +  y  +  f  )]. 
at  fx        2 

Ces  termes  eux-mêmes,  ainsi  que  les  analogues  qui  résulteraient  des 
actions  du  troisième  et  du  quatrième  satellite,  ont  été  négligés  par  Laplace, 
à  cause  du  facteur  ju.— ju,'  qui  se  trouve  être  très-petit. 

Prenons  ensuite,  dans  le  groupe  (79),  la  partie 

2[o][^-2  +  (D2-2(/)a»  COS  (9-e)]  =  2[o'\[(p-ûpy  +  {q-£Y]. 

Les  formules  (69)  donnent 

p-^  =  'E'N  sin  (bf  +  y)+fiw' sin\P\ 
q—  o>  z=  2N  cos  (bt  +  y)—fx(o'  cos  \p'; 

on  aura  donc,  en   supprimant  encore  les  termes  constants  et  ceux  qui  con- 
tiennent les  produits  des  nombres  N,  W,  .  .  . 

(p-£py+(q-^y  =  i^^w'^-2^uj'i.'N  cos  (ht+y+4,'), 

et  par  suite  les  nouveaux  termes  du  second  ordre 

(C)     ^  =  4[o][^2^Bi-;ua,'i:N  cos  {bt  +  y  +  4.')l 

Prenons  enfin  la  partie 

-^(o)[f  +  u,^  +  2<{>w  cos  (^  +  6)]  =  -3(o)[(i^-y^r+(2-5")']- 

U 
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On  a  par  les  formules  (69),  combinées  avec  les  formules  {'JZ)^  celles-ci 
étant  écrites  sous  la  forme 

piv_  ^  =  w'  sin  ;//',     q'"—  J  =  —  a>'  cos  \|/', 

les  expressions 

p— j)''  =  SN  sin  (ii  +  y)  — (i— /i)w'  sin  ;//', 
g-2'''  =  2Nco8(&i-j-y)  +  (l— /x)(.>'cos  4/'; 

et  par  suite 

d'où  encore  les  termes 

(D)     ^=  -6(o)[(i-^)2wB^  +  (i-/.)<.»'SNcos  (5i  +  y  +  f)]. 

Il  nous  reste  à  considérer  les  termes  qu'amènera  dans  j   la  troisième 
partie 

2na^  df 

mais  au  lieu  de  les  calculer  comme  les  précédents,  nous  les  obtiendrons  d'une 
manière  plus  rapide  en  les  déduisant  d'une  formule  équivalente. 

En  négligeant  toujours  les  secondes  puissances  des  excentricités  et  des 
inclinaisons,  on  a 


et  par  suite 


ou  bien 


dt       na^  (j)  d(j> 


0      d^ ï  ^2  §§ 

2na?  d^        2        dt^ 


<p      dDi I   qdp—pdq 

2na^  dtp        2         dt 


Cela  posé,  considérons  les  formules  (69) 

p  =  SN  sin  (6^  +  y)  +  ^^  +  /i(.>'  sin  4>', 
2  =  SN  cos  (6i  +  y)  +     -  A»*^'  cos  ^\ 
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et  les  suivantes,  qui  en  résultent, 

at  dt  dt 

Observons  que  l'on  aura,  d'après  le  n°  53, 

ûp  =  At,     J  =  B/, 
w'  Bin  \p'  =  —  (w&4+A)/',     w'  cos  \p'  =  (o+Bf. 

Si  donc  on  peut  négliger  les  produits  des  nombres  N,  N',  .  .  .  ,  à  plus 
forte  raison  sera-t-il  permis  de  négliger  les  produits  des  nombres 

(Vf       Q      d^      ^9.      d  .  ù)'  BÎn  xp'      d  .  to'  cos  \p' 
'     ~'      dt'      dt'  dt         '  dt 

soit  entre  eux,  soit  par  les  précédents.     On  aura  d'après  cela 

1  qdp-pdq  ^  _i       /2N&  cos  (U  +  y  +  xP') 

2  dt  2^  V         /      ry 

-i^f.'cos^'f'+.'smf  ^^) 
2      V  dt  dt  J 

1  nf   ,          , ,  cZ  .  w' sin  J/'        ,    .      ,,  (Z .  w' cos  i// A 
,u^(  b)'  cos  il  = w  sm  -à/' ). 

2  \  dt  dt         J 

Cette  expression  se  réduira  même  à  la  première  ligne  :  en  effet 

<^'  C08  J/'  ^  +w'  sin  ;//'  ^  =  (w  +  Bt)A-(ojhi  +  A)Bt  =  wA-uth^Bt, 
dt  dt 

dt  dt 

=  — w(w&4+A)  ; 

par  conséquent  la  dernière  ligne  de  cette  expression  se  réduit  à  une  constante, 
et  la  précédente  à  une  constante  augmentée  d'un  terme  du  second  ordre. 

La  dernière  partie  de  ^  donnera  donc  simplement 

(E)     ^  --^  -i/Liw'2N&  cos  (It  +  y  +  xP'). 
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Si  l'on  réunit  maintenant  tous  les  termes  obtenus,  et   si  l'on  intègre,  on 
aura  pour  V équation  séculaire  du  premier  satellite  la  formule 


(XXXVII)  ( 


-[4[o>  +  6(o)(i-|u)y2|sin(Z;^  +  y  +  4.') 
-i/uw'2N  sin  (6^  +  7  +  ;^') 


H-  4L 


{^-li'yi^m'^-2{^-lx')^^  ,^'sm 


(&^  +  y  +  4'')]. 


la  dernière  ligne  devant,  si  on  ne  la  néglige  pas,  être  suivie  de  deux 
autres,  qu'on  en  déduit  en  mettant  les  éléments  du  troisième  et  du  quatrième 
satellite  au  lieu  des  éléments  du  second. 

La  même  formule  fera  connaître  les  équations  séculaires  des  trois  autres 
satellites  par  de  simples  échanges  d'éléments  :  car  elle  ne  dépend  en  rien  des 
relations  qui  existent  entre  les  moyens  mouvements  des  trois  premiers. 
Seulement  il  ne  faudra  pas  oublier  que,  pour  les  trois  premiers,  les  équations 
séculaires  doivent,  comme  toutes  les  inégalités  à  longues  périodes,  être  sensi- 
blement modifiées  en  vertu  de  ces  mêmes  relations. 

Tous  ces  résultats  coïncident  complètement  avec  ceux  de  Laplace. 

On  peut  observer  que  les  termes  contenus  dans  la  deuxième  et  la 
troisième  ligne  de  la  formule  (XXXVII)  sont  susceptibles  d'une  autre 
expression.     On  a,  en  effet, 

--W2N  sin  iht  +  y^-y^')  =  --/xw'[cos  ;//'SN  sin  (&^  +  y)  +  sin  ;//'SN  cos  (&i  +  y)] 
2  2 

—- y-^\v  cos  i/^'H-^  sin  i//') 

2 

= HU)'<p  sin  (0  +  ;//'). 

2 

La  seconde  ligne  de  la  même  formule  peut  de  même  s'écrire 


-[4[o>  +  6(o)(i-/i)]/w>  C03  {Q^\-^l^')dL 
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Les  termes  dont  il  s'agit  ont  été  trouvés  négligeables  par  Laplace,  sauf 
dans  le  mouvement  du  quatrième  satellite  :  en  conséquence  Delambre  n'y  a 
eu  égard,  dans  ses  tables,  que  relativement  à  ce  dernier.  Damoiseau  les  a 
considérés  aussi  dans  les  tables  du  second  et  du  troisième  :  seulement  il  a 
omis  la  modification  due  aux  termes  du  second  ordre,  ainsi  que  l'a  remarqué 
récemment  M.  Adams  {Continuation  of  Damoiseau  s  Tables,  Nautical  Almanac 
for  1881).  Dans  ce  dernier  travail,  M.  Adams  tient  compte  des  termes  en 
question,  pour  chacun  des  quatre  satellites. 
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INTRODUCTION. 

Le  travail  que  j'ai  publié  dans  le  tome  XLV  des  Memoirs  of  thc 
Royal  Aslronomical  Society,  sous  ce  titre  :  Théorie  analytique  des 
mouvements  des  satellites  de  Jupiter,  présente,  sous  forme  algébrique, 
les  expressions  des  inégalités  qui  affectent  les  mouvements  de  ces 
astres  :  Tévaluation  numérique  de  ces  inégalités  a  été  retardée, 
d'abord,  par  la  difficulté  d'obtenir  des  valeurs  convenables  des  élé- 
ments, et,  plus  tard,  par  le  désir  d'atteindre  une  plus  grande 
approximation,  qui  a  exigé  beaucoup  de  recherches  théoriques 
nouvelles. 

Sav.  ltrang.  l.  XXX.  —  N"    l  i 
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Bessel  a  signalé  dès  i8/j2  rinsuffisance  des  données  rapportées 
par  Damoiseau  dans  l'Introduction  de  ses  Tables  écliptiques;  il  dit  à 
ce  sujet  [Astrojwmische  Vntersuchumjen,  t.  Il,  Mémoire  sur  la  masse 
de  Jupiter,  p.  20)  : 

«  Icli  fûrchte  dass  nian,  um  die  Formeln  fur  die  Bewegangen 
der  Jupiters-Satelliten  wieder  theoretiscli  ganz  zasammenliamjend  zu 
machen,  gezwungen  sein  wird,  die  unvoUstàndlg  dargestellten  Re- 
sultate  des  Herrn  Damoiseau  zu  verlassen,  und  l)is  zu  einer  neuen 
Untersuchung  der  Elemente  zurùckzugehen.  » 

Damoiseau  n'ayant  pas  publié  les  formules  théoriques  des  rayons 
vecteurs,  des  longitudes  et  des  latitudes,  qu'il  a  substituées  à  celles 
de  la  Mécanique  céleste,  Bessel  essaye  alors  de  combler  cette  lacune, 
et  il  reconstruit  approximativement  ces  formules,  en  utilisant  pour 
cela  tous  les  nombres  que  fournit  ï Introduction  des  Tables.  Les 
expressions  qu'il  obtient  ainsi  sont  trop  peu  approchées  pour  cpi'on 
en  puisse  déduire  les  valeurs  des  éléments  elliptiques  :  car  en  plu- 
sieurs circonstances  Bessel  est  forcé  d'employer  les  nombies  de  la 
Mécanique  céleste,  faute  de  connaître  ceux  qui  devraient  les  rem- 
placer. C'est  d'ailleurs  ce  que  l'on  constate,  a  posteriori,  par  la 
comparaison  de  ces  formules  avec  celles  de  Damoiseau  :  car,  fort 
heureusement,  le  Mémoire  que  Damoiseau  avait  rédigé  pour  ex- 
pliquer la  construction  de  ses  Tables,  et  qu'il  n'a  pas  livré  à  l'im- 
pression, a  été  légué,  il  y  a  quelques  années,  à  la  bibliothèque 
du  Bureau  des  longitudes.  Le  Bureau  a  bien  voulu  mettre  à  ma 
disposition  ce  précieux  manuscrit,  et  j'ai  pu,  en  complétant  par 
les  données  qui  s'y  trouvent  celles  que  renferme  l'hitroductlon ,  dé- 
terminer les  valeurs  numériques  des  diverses  constantes  que  l'on  a 
à  considérer. 

Gomme  les  Tables  de  Damoiseau  s'accordent  assez  bien  avec 
les  observations,  les  formides  théoriques  sur  lesquelles  elles  re- 
posent permettront  d'obtenir  avec  assez  d'exactitude,  pour  une 
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époque  donnée,  les  éléments  relatifs  à  la  forme  et  àJa  position  des 
orbites  des  satellites,  ainsi  que  leurs  longitudes  moyennes.  En  ce 
qui  concerne  les  moyennes  distances,  les  nombres  qu'il  emploie 
laisseront  probablement  à  désirer;  tandis,  en  effet,  que  les  pre- 
mières déterminations  de  tous  les  autres  éléments  ont  été  corrisfées 
ultérieurement  par  la  comparaison  des  formules  primitives  avec  un 
grand  nombre  d'observations  d'éclipsés,  les  moyennes  distances 
ont  conservé  dans  les  formules  finales  leurs  premières  valeurs.  On 
en  aurait  des  valeurs  plus  exactes  en  prenant  les  élongations  des 
satellites  données  par  Bessel  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut,  bien 
que  les  expressions  des  coordonnées  qu'il  admet  comme  point  de 
départ  de  ses  calculs  ne  coïncident  cp.i'imparfaitement  avec  celles 
de  Damoiseau  :  on  aurait  sans  doute  plus  d'exactitude  encore  en 
adoptant,  au  lieu  des  élongations  de  Bessel,  celles  cp.i'a  obtenues 
M.  le  professeur  Scbur  dans  son  travail  récent  :  Besiimmung  der 
Masse  (les  Pknieten  Jupiter.  Mais  il  faut  observer  que  ce  change- 
ment de  nombres ,  surtout  si  Ton  adoptait  ceux  de  M.  Schur,  alté- 
rerait sensiblement  aussi  les  rapports  mutuels  des  moyennes  dis- 
tances et  fausserait  par  là  les  équations  au  moyen  desquelles 
Damoiseau,  à  l'exemple  deLaplace,  a  déterminé  solidairement  les 
masses  des  satellites  et  la  constante  qui  dépend  à  la  fois  de  l'apla- 
tissement de  Jupiter  et  de  la  durée  de  sa  rotation,  en  même 
temps  que  plusieurs  autres  nombres.  Or,  s'il  est  possible  d'obtenir 
pour  la  constante  en  question  une  valeur  plus  approchée  en  en 
demandant  les  éléments  aux  observations  modernes,  il  n'en  est  pas 
de  même  au  sujet  des  masses,  pour  lesquelles  il  n'existe  pas  de 
détermination  postérieure  à  celle  de  Damoiseau. 

En  résumé,  tous  les  nombres,  relatifs  aux  satellites,  dont  nous 
ferons  usage  ici,  seront  ceux  que  Damoiseau  a  donnés  explicite- 
ment et  ceux  qu'on  tire  de  ses  formules.  Outre  l'avantage  de  pré- 
senter ainsi  un  système  d'éléments  associés,  dépendants  les  uns  des 
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autres,  ce  choix  aura  eucore  celui  d'en  faciliter  la  correction  ulté- 
rieure :  puisque  la  comparaison  a  été  faite  déjà  entre  les  Tal)les  de 
Damoiseau  et  les  diverses  observations,  il  suffira  de  comparer  nos 
formules  à  celles  de  Damoiseau. 

Dans  la  première  partie  de  ce  travail,  nous  avons  pris  poiu-  règle 
de  négliger,  parmi  les  inégalités  des  longitudes,  toutes  celles  dont 
le  coefficient  n'atteint  pas  2  secondes  sexagésimales;  mais  une  plus 
grande  approximation  peut  paraître  désirable.  Damoiseau  a,  en 
effet,  tenu  compte  d'un  certain  nombre  de  termes  beaucoup  plus 
petits,  compris  dans  les  formules  générales  de  Laplace  et  aussi 
dans  les  nôtres;  seulement,  pour  avoir  égard  à  ces  termes,  il  faudra 
en  considérer  en  même  temps  un  grand  nombre  d'autres  c[ui  ont 
au  moins  la  même  importance.  Damoiseau  semble  s'être  proposé 
de  conserver,  dans  les  formules  qui  déterminent  l'instant  de  là  con- 
jonction d'un  satellite,  tous  les  termes  dont  le  coefficient  est  au 
moins  égal  à  o%  1  ;  si  l'on  o]3serve  que  les  arcs  décrits  dans  une 
seconde  par  les  quatre  satellites,  dans  leur  mouvement  synodicpie, 
sont  à  peu  près 

8",/i7,       A",2  3,       2",o9,       o",89/i, 

on  voit  que  cela  revient  à  considérer  toutes  les  inégalités  des  lon- 
gitudes dont  le  coefficient  est  au  moins  égal  à 

o",8  s'il  s'agit  du  i*^'"  satellite, 

o",/i  s'il  s'agit  du  2*=  satellite, 

o",2  s'il  s'agit  du  3°  satellite, 

o",  1  s'il  s'agit  du  /^*'  satellite. 

Rien  n'empêcherait  de  pousser  aussi  loin  l'approximation  pour 
les  termes  (pii  ne  dépendent  pas  des  excentricités;  mais  ceux  qui 
en  dépendent  ne  peuvent  s'obtenir  qu'avec  un  degré  limité  d'exac- 
titude. 
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En  effet,  pour  déterminer  l'ensemble  de  la  partie  elllpticpie  et 
des  inégalités  séculaires  des  excentricités  et  des  longitudes  des 
périjoves,  on  néglige,  du  moins  à  une  première  approximation,  les 
termes  des  équations  différentielles  qui  sont  du  3*^  degré  par  rap- 
port aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  :  les  expressions  qu'on 
obtient  ainsi,  et  par  suite  les  valeurs  qu'on  en  déduit  pour  les 
termes  des  longitudes  dépendants  des  excentricités,  sont  donc 
affectées  d'une  erreur  relative  de  même  ordre  que  le  carré  des  in- 
clinaisons. Or  les  inclinaisons  des  orjjites  des  satellites  sur  l'orbite 
de  Jupiter  diffèrent  toujours  assez  peu  de  3":  cette  erreur  relative 

aura  donc  pour  limite  un  nombre  voisin  de  f  t^  j",  ou  à  peu  près 
- — .  On  peut  se  faire  une  idée  des  erreurs  absolues  qui  en  résulte- 
ront dans  les  longitudes  des  satellites,  en  ne  considérant  dans 
chacune  d'elles  que  le  terme  de  plus  grand  coefficient,  savoir, 
d'après  le  Mémoire  manuscrit  de  Damoiseau  : 

5 4",  092  sin  (  2  ï  —  l  —  TJSo )  pour  le  1  "  satellite , 
—  179  ,ô/i2  sin  (2  l'  —l  —  TSc,)   pour  le  2*^  satellite, 
001  ,8 5 8  sin  ( r  —  'CSo )   pour  le  3'^  satellite , 
2  9  7  9  , 8  2  7  sin  (  r  —  t^Tg  )  pour  le  4'"  satellite . 

On  trouve  ainsi,  pour  les  erreurs  à  craindre,  les  nombres  res- 
pectifs 

o",i3,       o",44,       i",38,       7",4o. 

Relativement  aux  deux  premiers  satellites ,  ces  erreurs  sont  insi- 
gnifiantes à  côté  de  la  somme  de  celles  que  l'on  commettra  si  l'on 
néglige,  dans  leurs  longitudes  respectives,  tous  les  coefficients 
moindres  que  o",8  et  o",4.  H  en  sera  peut-être  encore  de  même 
pour  le  troisième,  si  l'on  conserve  dans  sa  longitude  tous  les  co- 
efficients qui  dépassent  o",2;  mais,  poiu^  le  quatrième,  on  peut 


6  M.  SOUILLART. 

craindre  de  poursuivre  une  approximation  illusoire  en  conservant 
tous  les  coefficients  qui  dépassent  o  ",  i .  La  nouvelle  règle  d'approxi- 
mation n'est  donc  guère  admissible  que  pour  les  trois  premiers  sa- 
lellites. 

Cette  règle  devrait  même  être  rejetée  pour  tous  les  satellites, 
si  les  longitudes  n'étaient  calculées  qu'en  vue  de  la  question  des 
éclipses,  et  cela  à  cause  de  la  grande  influence  des  latitudes  sur 
l'instant  d'une  immersion  et  d'une  émersion,  et  de  l'mexactitude 
qui  affecte  nécessairement  les  latitudes  calculées.  En  effet,  les 
termes  principaux  des  latitudes  s'obtiennent  au  moyen  des  formules 
qui  expriment  l'ensemble  de  la  partie  ellipticpie  et  de  la  partie  sé- 
culaire des  inclinaisons  et  des  longitudes  des  nœuds  :  ces  formules, 
comme  celles  qui  se  rapportent  aux  excentricités  et  aux  pérljoves, 
sont  affectées  aussi  d'une  erreur  relative  approximativement  égale 

à  ;  il  en  résulte,  pour  les  latitudes,  la  même  erreur  relative,  et, 

4oo  i 

par  suite,  une  erreur  al^solue  qui  peut  aller  à  20"  ou  00".  Cela 
posé,  en  laissant  de  côté  la  petite  erreur  dont  sera  affectée  la  réduc- 
tion au  milieu  de  Véclipse,  si  l'on  examine  la  formule  qui  exprime 
la  demi-durée,  on  reconnaît  aisément  que  l'évaluation  de  cette  demi- 
durée  comporte,  dans  les  circonstances  moyennes,  une  erreur  dont 
la  limite  est 

o%6,        2%        7%        62', 

selon  qu'il  s'agit  du  1^'  satellite  ou  de  l'un  des  trois  autres.  L'heure 
du  commencement  ou  de  la  fin  d'une  éclipse  ne  pouvant  être  connue 
qu'avec  cette  approximation,  il  suffit  que  l'instant  de  la  conjonc- 
tion soit  calculé  avec  le  même  degré  de  précision,  et,  par  suite, 
on  pourra  admettre  dans  les  longitudes  une  somme  d'erreurs 
atteignant  respectivement 

5  ,        8  ,        1 5  ,        55  , 
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ces  angles  étant  les  mouvements  synodiques  des  quatre  satellites 
pendant  ces  quatre  laps  de  temps.  11  ne  serait  donc  pas  nécessaire, 
pour  la  question  des  éclipses,  d'évaluer  les  longitudes  avec  l'approxi- 
mation indiquée  plus  haut. 

Mais  les  satellites  ne  s'observent  pas  seulement  dans  leurs 
éclipses,  et  les  erreurs  des  latitudes  ont  une  bien  momdre  impor- 
tance dans  les  calculs  relatifs  aux  observations  héliométriques,  par 
exemple.  Par  ce  motif,  nous  adopterons  pour  les  trois  premiers 
satellites  le  nouveau  degré  d'approximation;  relativement  au  qua- 
trième ,  nous  nous  bornerons  aux  termes  qui  atteignent  i  ",  tout  en 
en  rapportant  quelques-uns  de  plus  petits,  à  titre  de  renseigne- 
ment. 

En  ce  qui  concerne  les  rayons  vecteurs,  nous  y  conserverons  les 
mêmes  arguments  que  dans  les  longitudes,  s'il  s'agit  des  inégalités 
produites  par  les  variations  des  excentricités  et  des  longitudes  des 
périjoves  :  cela  revient,  à  peu  près,  à  conserver  les  termes  dont  les 
coefficients  dépassent 

0,000001    s'il  s'aoit  du  1^''  satellite. 


o 


o. 


,00001    s'il  s'aofit  du  2^  ou  du  3*^, 


0,0001    s'il  s'agit  du  [f. 

Nous  suivrons  aussi  la  même  règle  pour  les  inégalités  d'autres 
provenances. 

Dans  chaque  formule,  d'ailleurs,  nous  conserverons,  avec  les 
termes  qui  sont  sensibles  par  eux-mêmes,  ceux  dont  l'argument 
s'est  déjà  rencontré  ou  se  rencontrera  encore,  pourvu  toutefois  que 
le  coefficient  ne  soit  pas  au-dessous  de  o",oi,  s'il  s'agit  des  longi- 
tudes, ou  de  0,000000 1 ,  s'il  s'agit  des  rayons  vecteurs,  et  pourvu 
aussi  que  la  somme  de  tous  les  coefficients  dépendants  de  cet  argu- 
ment devienne  finalement  sensible.  Il  arrivera  même,  dans  deux 
circonstances  différentes  (p.  71  et  78),  relativement  à  certains  ar- 
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guments  qui  reparaissent  une  infinité  de  fois,  que  nous  tiendrons 
compte,  dans  les  longitudes  des  trois  premiers  satellites,  des  coef- 
ficients compris  entre  o",oi  et  o",ooi,  après  avoir  constaté  que 
leur  suppression  pourrait  altérer  de  plus  d'une  seconde  le  coefli- 
cient  définitif. 

Pour  atteindre  cette  nouvelle  approximation,  et  surtout  pour 
obtenir  les  petits  termes  dépendants  d'arguments  qui  se  présentent 
un  très  grand  nombre  de  fols,  nous  aurons  à  considérer,  outre  les 
inégalités  signalées  dans  la  première  partie  de  ce  travail,  un  très 
grand  nombre  d'autres  termes,  soit  du  premier  ordre  par  rapport 
aux  masses,  soit  du  second,  soit  même  du  troisième  et  du  qua- 
trième. Les  formules  nouvelles  que  nous  aurons  à  établir  étant 
trop  nombreuses  pour  être  rapportées  toutes,  nous  devrons  sou- 
vent nous  borner  à  des  indications. 

En  ce  qui  concerne  les  latitudes ,  malgré  les  incertitudes  que 
leur  calcul  comportera  nécessairement,  tant  qu'on  ne  poussera  pas 
plus  loin  l'approximation  dans  l'évaluation  des  inégalités  séculaires, 
comme  le  nom])re  des  termes  à  calculer  est  relativement  petit, 
nous  y  conserverons  tous  ceux  dont  le  coefficient  atteint  i":  nous 
en  mentionnerons  même  lui  certain  nombre  de  plus  petits,  pour 
les  comparer  avec  les  termes  correspondants  obtenus  par  Damoi- 
seau. 

Nous  conserverons  ici  toutes  les  notations  adoptées  dans  la  pre- 
mière partie ,  à  laquelle  nous  renverrons  fréquemment  :  à  moins 
d'avis  contraire,  toutes  les  indications,  soit  de  pages,  soit  de  nu- 
méros d'équations  ou  de  formules,  se  rapporteront  à  cette  pre- 
mière partie.  Quant  aux  formules  et  aux  équations  nouvelles  que 
nous  aurons  à  considérer,  nous  entourerons  d'un  crocbet  [j  au  lieu 
d'une  parentbèse  ()  leurs  numéros  exprimés  soit  en  chiffi^es  arabes, 
soit  en  cbiffres  romains. 
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§    I. 
DONNÉES  NUMÉRIQUES. 

1 .  On  trouve  dans  V Introduction  des  Tables  écliplic/ucs  les  valeurs 
suivantes  des  masses  des  satellites,  celle  de  Jupiter  étant  prise  pour 
unité  : 

7?i  =  0,00001  68770, 

m'=  0,00002  32  2  696, 

7?i"=  0,000088/^370, 

m"=  0,0000/124  75  1. 

On  y  trouve  aussi  les  moyens  niouvenienls  diurnes  tropiques  des 
satellites  et  du  Soleil,  et  comme  Damoiseau  admet  le  nombre 
5o",  1  pour  la  rétrogradation  annuelle  de  l'équinove,  d'où  la  ré- 
trogradation diurne  o°,oooo38 1  02  ,  on  en  déduit  les  moyens  mou- 
vements diurnes  sidéraux,  qui  sont,  en  degrés  sexagésimaux, 

n  =  2o3^/^88955283, 

n'=  10  1°, 37472396  1 , 

n"=    00°, 3  1  7608330, 

n"=    2  i'',57  1  07  1  33o, 

513=     o°,o83o9i  275. 

On  aura,  par  suite, 

n  —  2  «'  =  0°,  7390073  ()i, 
7i'—  27/'=  o'',7  3960700  1 . 

Les  deux  quantités  n  —  in,  n'  —  2n"  pourront  donc  être  prises 
Tune  pour  l'autre. 

U Introduction   ne   donne    pas   les    valeurs   adoptées  pour   les 
moyennes  dislances,  bien  qu'il  ait  été  apporté  aux  nombres  de  La- 

Sav.  éthang.  t.  XXX. —  N°  1.  a 
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place  des  changements  assez  considéral)les;  mais  le  Mémoire  sur 
les  Tables  ècUptiqiies  comble  cette  lacune.  Sans  le  dire  formelle- 
ment, il  semble  indiquer  que  Damoiseau  a  évalué  d'abord  la 
movemie  distance  du  quatrième  satellite,  en  divisant  son  élon- 
gation  /i96'',o,  trouvée  par  Pound,  par  le  noml)re  i8",37,  rayon 
apparent  de  Téquateur  de  Jupiter  obtenu  par  Arago,  et  que  les 
moyennes  distances  des  autres  satellites  ont  été  ensuite  déduites 
de  celle-là,  au  moven  des  relations 

[•] 


il         ^  II.  il 

Quoiqu'il  en  soil,  ce  procédé  fait  retrouver  les  quaire  nombres 
suivants,  rapportés  par  Damoiseau  : 

6,0/1779602,      9,62362810,      i5, 35163916,      27,00102834. 

Mais  à  ces  distances  moyennes  elliptiques  Damoiseau  a  ajouté  les 
parties  constantes  que  la  force  perturbatrice  introduit  dans  les 
rayons  vecteurs,  savoir  les  nombres  respectifs 

0,00134.096      0,00086976      0,00076932      0,00169832, 
ce  qui  a  donné  (inalement  les  valeurs  adoptées 

a=  6,04914198, 
r/=  9,624/19786, 
a"=i5,3524o848, 
«'"=  27,00272661). 

Il  résulte  de  cette  addition  que  les  moyennes  distances  employées 
ne  vérifient  plus  que  très  imparfaitement  les  relations  [1]. 

Adoptant  ces  mêmes  valeurs,  nous  avons  procédé  au  calcul  des 
nombres  6['^  et  de  leurs  dérivées.  Ceux  de  ces  nombres  qui  entrent 
dans  nos  formules  sont,  à  peu  près  exclusivement,  relatifs  à  Thypo- 

ibèse  5  =  -;  nous  les  désignerons  par  la  lettre />('\  suivant  la  notation 

employée  dans  les  Annales  de  l'Observatoire  de  Paris,  et  de  même 
nous  emploierons  la  lettre  c^'^  pour  ceux  qui  se  rapportent  à  l'hy- 
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pothèse  s  =  -.  Dans  le    mémoire   manuscrit   de    Damoiseau,    ce 

sont,  au  contraire,  les  coelïicients  b^  (ou  c'' )  qui  ligurenl  à  peu 

près  seuls  (avec  leurs  dérivées  du  premier  ordre  seulement). 

Nous  avons  calculé  les  coefficients  6^'',  6f',  ô.J^  6^'',  6f',  au  moven 
des  Tables  de  Runkle,  en  ayant  égard  aux  différences  premières 
et  secondes;  mais  chaque  nombre  a  été  obtenu,  en  outre,  au 
moins  par  une  autre  voie,   et  surtout,  quand   il  y  avait  lieu,  au 

moven  des  nombres  d'^  et  —j—  que  fournit  Damoiseau.  11  en  a  été 

ainsi,  du  moms,  pour  les  premières  valeurs  de  i;  pour  les  sui- 
vantes, nous  avons  dû  recourir  aux  formules  qu'on  trouve  dans  le 
tome  II  des  Annales  de  lObservatoire  de  Paris  (cliap.  v). 

En  considérant  les  satellites  deux  à  deux,  nous  avons  obtenu 
ainsi  les  résultats  suivants: 


Tableau  I. 
i"  et  2"  satellites. 

a  =  o,6285  1 5o7^ 


i 

logiC) 

iogi^C) 

log  è„''J 

lo'^b^^'' 

logft/O 

o 

0,3538855 

1,8396710 

0,2269817 

0,7533318 

1 

7,8775483 

o,o'h3joo 

0,1995836 

0,7671 139 

1,47368 

2 

i,56oi568 

1,9605066 

0,2943257 

0,7721608 

1,48389 

3 

i,i!84o9i3 

i,83358o3 

o,3i49855 

0,8227177 

1,59558 

4 

1,0273796 

1,6866323 

o,283834o 

0,8641298 

1,^52674 

5 

2,7819579 

i,5283oi8 

0,2190593 

0,8776176 

1,56490 

G 

2,5439532 

1,3625796 

o,i3  i3o5o 

o,8G3o624 

1,59437 

7 

2,3i  1 19 

1,19165 

0,02699 

0,82476 

1,60716 

8 

2",o82  3/l 

1,01754 

1,91027 

0,77178 

1,601 32 

9 

3,856/i8 

2,839o4 

7,78388 

0,69885 

logc(')=^  0,6886949 
logc(2)  =  o,588584i 
logc'^'  =  0,4  101955 


iogC^C)  =  1,232  l4 

logc,W  =  '.>97'>9 
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Tableau  II. 

1*'  et  3^  satellites. 

a  =  0,8940 190876 


( 

loi;/»-'. 

logé/'; 

log  />,") 

log  63"- 

0 

0,3191549 

1,2731784 

1,4225956 

7.4621883 

1 

1,6227027 

1,677661 1 

1,291 1209 

1,5374070 

■> 

1,0963537 

7,4288735 

1,5471877 

1,4960038 

.) 

2,61^2466 

1,1 137091 

1,4707543 

i,66634i4 

4 

2,1  527155 

2,7721465 

7,2846814 

1,6729426 

5 

3,703 1 1 

2,4i63i 

i,o'i388 

6 

3,2Gi3o 

2,o5i5o 

2,77026 

7 

1,82/196 

3,68o53 

7,47471 

S 

4,39273 

3,3o5o6 

2,16081 

Tableau  III. 
1"  et  II"  satellites. 

a  =  o, 22^01  9672 


( 

logè'i 

log  i/o 

log  6/) 

0 

o,3o66o22 

2,7257013 

2,7743867 

I 

1,3586445 

i,3754i5i 

2,4^19601 4 

2 

2,5849206 

2,8953624 

2,9322588 

3 

3,856499 '1 

2, 3'!  02  320 

2,60781 3 '1 

loge")  =  1,8693788 

log  Cjf)  =  1, 

948o4 

log  c'-i  —  1 ,3137981 

loge/-)  =   1, 

65336 
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Tableau  IV. 
2*  et  o'  satellites. 

a  =  o,62G9o/i75/i 


i 

logi-') 

log^'' 

log  6,') 

log  63:') 

logé,, 

.  -O 

.  Q^a3515g  _ 

Ï.8358459 

0,22  10242 

0,7441699 

1 

1,8709256 

o,o386U3 

0,1932026 

0,7581235 

1,46162 

2 

1,5573583 

1,9569954 

0,2887641 

0,7631085 

1,47193 

3 

1,2801^54 

1,8290962 

0,3091828 

o,8i4i5o7 

1,48367 

4 

1,0222983 

1,681 1 163 

0,2773773 

0,8556834 

i,5i5i5 

5 

2,7757477 

1,5217264 

0,2 1  1  7646 

0,8688693 

1,55357 

6 

2,5366170 

1,3549260 

0, 1230777 

0,8537335 

1,58665 

7 

2,30273 

1,18291 

0,01779 

0.81469 

1,58091 

8 

2,07277 

1,00701 

1,9000'! 

0,75620 

1,57026 

9 

3,8458o 

2,82811 

1,77262 

lO 

3,62116 

2,64689 

1,63731 

1 1 

3,39818 

2,46397 

1,49567 

I  2 

3,17609 

2,27990 

i,3'i8i7 

log  c'')  =  0,6848129 

log  c/')  = 

,22559 

log  c('^)  =  0,553742  1 

loge,'-)  = 
0  1 

,19081 

logc(3)  =  0, '1043288 

Tableau  V. 
2'  et  li'  satellites. 

a  =  o, 356426889 


l 

log  è!') 

logi,.') 

log  ?,,'■) 

0 

1 

2 

3 

o,3i5656o 
1,5739086 
i,oo34i  19 
2, 4774505 

1,1701358 
l, 6181653 
1,3296509 

2.972 '1097 

1,2925478 
i,i3o85io 
1,4254928 
T,3i8i543 

log  c'')  =  0,1 4oo352 
logct^')  =7,781670'! 


log  Cj'')  =  o,33ooi 
log  C|f"-'  =  0,18198 
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Tableau  VI. 
3'  et  /i'  satellites. 

a  =  o,568o5o3o5 


1 

lo'^h-' 

bcr  b/> 

log  b/> 

log  63!') 

o 

0,3420893 

7,6987814 

0,012  1624 

0,4199296 

1 

1,8167831 

i,9'i4oi25 

1,9683772 

o,44i85o2 

2 

1,4537695 

i,83o54oi 

0,0943690 

0,4428216 

3 

i,i33o463 

T,664864o 

0,1027227 

o,5i/iio44 

i 

2,8820872 

1,4771346 

0,0437145 

0,55-6880 

5 

2,5426328 

1,2770746 

1,9446493 

0,5559713 

6 

2,26072  19 

1,0690944 

1,81 93i53 

o,5i5822g 

7 

3,98410 

2,85559 

7,67563 

0,44594 

8 

3,7 1 158 

2,63798 

j,52o63 

o,353i2 

9 

3,44214 

2,41728 

i,35o8i 

0,2  '(2  38 

lO 

3,17837 

2,19084 

7,1 834  4 

0,19240 

1 1 

4,92319 

3,96161 

2,99546 

1,99233 

log  c'^î  =  0,5522932 
log  c;2)==  0,3889234 


Le  Mémoire  manuscrit  donne  pour  la  constante  J  (que  Laplace 
désigne  par  p <p)  la  valeui^ 

J  =  o, 02^47  187. 

Au  moven  de  ce  nombre  et  des  données  précédentes,  on  peut 
calculer  divers  coefficients  qui  se  présenteront  souvent,  et,  en 
particulier,  les  déplacements  diurnes  des  périjoves,  qui  doivent 
entrer  comme  corrections  dans  les  dénominateurs  d'un  certain 
nombre  d'inégalités.  Ces  dernières  quantités  ont  été  désignées 
(i'"*'  partie,  p.  ll^)  parles  lettres  a,  a',  a",  a",  et  plus  loin  (p.  33) 
par  les  symboles  [ô],  Q,  [^J^  [!]• 
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On  a  posé 


Jn 


3dv 


(o)  =  4^,    [0]  =  ^^",    (o,i)  =  ^^naBt^  etc. 

^  =  (o)  +  [o]  +  (o,i)  +  (o,2)  +  (o,3). 

Ces  coefficients  et  les  coefficients  analogues  relatifs  au\  autres 
satellites,  étant  exprimés  en  degrés  et  rapportés  au  jour  moyen, 
comme  le  sont  les  moyens  mouvements  eux-mêmes,  ont  les  valeurs 
suivantes  : 

Tableau  VII. 


COEFFI- 
CIENTS. 

LOCiniTHMES. 

COEFFI- 
CIENTS. 

LOGARITHMES. 

COEFFI- 
CIENTS. 

LOGiniTHMES. 

COEFFI- 
CIESTS. 

LOGARITHMES'. 

(0) 

1,1081716 

(0 

2,432 1890 

(•^) 

3,72235/12 

(3) 

4,864o636 

[0] 

5,4o563i2 

['] 

5,7082^24 

[^] 

/(  ,0  1  2  /|  5  2  1 

[3] 

4,38o3oo4 

(0,1) 

3,3577923 

(1.0) 

3,1  i8i655 

(2,0) 

/j, 1329310 

(3,o) 

5,1787535 

(0.2) 

3,05/16390 

(1^^) 

3,6297097 

(2,0 

/î,94  76285 

(3,i) 

3'78979'3 

(0.3) 

5,90^5692 

(1-3) 

4,2759702 

(2,3) 

4,7895870 

(3,2) 

4,9854893 

S 

1,1/191/598 

H 

2,5167583 

0 

3,8461962 

m 

3,3o43o9i 

Les  nombres   («",  A)   de    ce    tableau  ont   été   vérifiés  l'un    par 
l'autre  au  moven  des  relations  de  la  forme 


m  [À 


a/i  ^    '    '        a  ri    ^    ^    1^ 

lesquelles   ne  peuvent  pas   ici    être    mises  sous  une   forme   plus 

simple ,  le  rapport  ^  ne  pouvant  plus   être  remplacé  par  -75-75  • 

Nous  avons  aussi  comparé  tous  les  nombres  de  ce  tableau  avec 
les  valeurs  des  mêmes  coefficients  qu'on  peut  conclure  du  Mé- 
moire manuscrit.  L'accord  n'est  qu'approximatif;  mais  il  devient 
absolu,  si  l'on  rétablit  les  diviseurs  ju.,  fi',  pi",  jx"  que  Damoiseau  a 
partout  confondus  avec  l'unité  (tout  en  calculant  sept  cbiffres  si- 
gnificatifs, dont  les  deux  derniers  se  trouvent  par  là  être  altérés). 
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§  H. 

PARTIE  NON  PÉRIODIQUE  DES  RAYONS  VECTEURS. 

2.  Evaluons,  en  premier  lieu,  les  parties  non  périodiques  des 
inégalités  des  rayons  vecteurs.  Celles  de  ces  inégalités  qui  dépen- 
dent de  la  première  puissance  de  la  force  perturbatrice  sont  ex- 
primées, pour  le  premier  satellite,  par  la  formule  (1)  (i'""  partie, 
p.  2i).  Elles  sont  indépendantes  des  excentricités;  celles  qu'on 
pourrait  v  ajouter,  étant  au  moins  du  second  degré  par  rapport  à 
ces  quantités,  seraient  insignifiantes. 

La  formule  (I)  peut  s'écrire 

Sr       1  fo)      2  [o]       1  ,„'  ,  a'"' 
a        6  n       c)  n        b  i 

le  dernier  terme  étant  censé  être  suivi  de  deux  termes  pareils  dus 
à  faction  du   o^   et  du  fi^  satellite;  elle   s'applique  d'ailleurs   aux 
autres  satellites  par  des  échanges  d'éléments. 
Nous  obtenons  les  résultats  suivants  : 

^r=o,ooi34404, 
(5r'  =  o, 00087034, 
<^/'"=  0,00077878, 
Sr"'=  0,00  1  70241  • 

Il  n'v  aura  pas  lieu  de  faire  usage  de  ces  nombres,  car  les  valeurs 
que  nous  adoptons,  avec  Damoiseau,  pour  les  moyennes  distances, 
se  coiuposent  :  1°  des  moyennes  distances  elliptiques;  2°  des 
parties  constantes  que  la  première  puissance  de  la  force  pertur- 
batrice ajoute  aux  rayons  vecteurs,  c'est-à-dire  précisément  des 
termes  que  nous  venons  d'évaluer.  Si  les  valeurs  numériques  ob- 
tenues pour  ces  termes   diffèrent  un  peu  de  celles  qu'a   trouvées 
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Damoiseau  (voir  plus  haut,  p.  lo),  cela  tient  aux  valeurs  que 
nous  avons  employées  pour  les  moyennes  distances.  Mais  il  y  a  à 
tenir  compte  aussi  de  la  partie  constante  qu'amène  le  terme  -ae' 

de  la  partie  elliptique,  lorsqu'on  a  égard  aux  vaiiations  séculaires 
de  l'excentricité.  On  verra  plus  loin  (p.  4  i  )  que  les  seuls  termes 
sensibles  de  cette  espèce  sont  : 

Pour  le  S*^  satellite 0,0000  1G02, 

Pour  le  li^  satellite 0,00071207. 

Le  carré  de  la  force  perturbatrice  introduit  aussi  dans  les  rayons 
vecteurs  des  termes  non  périodiques,  lesquels  ont  été  exprimés, 
pour  le  premier  satellite,  par  la  formule  (XVlll)  (  1 '^'^ partie ,  p.  88). 
Cette  formule,  par  suite  d'une  omission,  est  inexacte  dans  son 
troisième  terme ,  et  doit  être  rectifiée  comme  il  suit  : 

(^  =  iB^  +  2^M:  +  lI^(iiaA'^>  +  7aAl'V2aA^^MB 

W]    a        1         '    Q    a-       b  /u  ^  '        1  2    y 

+  ^!!if2aAi^^  +  aAl"-^)B'. 

Pour  le  second  satellite,  la  valeur  de  —r  se   composera    d'une 

première  partie,  due  à  l'action  du  troisième,  qu'on  déduit  de  la 
formule  précédente  en  ajoutant,  explicitement  et  implicitement, 
un  accent  à  chaque  élément  de  satellite,  et  d'une  seconde  partie, 
due  à  l'action  du  premier  satellite,  qui  est 


[II] 


^„  _  '  ™  (2a'A«i  +  3a'Af'  +  a'Af  )  B 


Pareillement  la  valeur  de  —r  se  composera,  en  premier  lieu,  des 


termes 


1  n//2    ,    2  3  (2)' 

r  D    +  —  -TT,  ' 


2  9    n 

Sav.  étrang.  t.  XXX.  —  N*"  1. 


iifpniifEnie    :(atio!«alc 
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et,  en  second  lieu,  des  termes  dus  à  raction  du  second  satellite, 
dont  l'expression  se  déduit  de  [U]  par  l'addition  d'un  accent  à 
chaque  élément  ou  coefficient. 

Enfin,  la  valeur  de  -4-  se  réduira  au  terme  —  ^4' 

Les  nombres  B,  B',  B'  qui  figurent  dans  ces  formules  ont, 
comme  on  le  verra  plus  loin  (tableau  XI),  les  logarithmes 
suivants  : 

B...  3,6oio884   B'...  3,9762662   B".  .  .  4,7983567. 

Ayant  égard ,  en  outre ,  à  la  correction  -  a  f  -  j^  (  1  ""^  partie ,  p.  91), 
on  trouve  ainsi  les  nouveaux  termes 

Ar  =0,00006242 , 
Ar'  =  0,00044090, 
Ar"=  —  0,00000 1  20, 
Ar"'=  0,000002  2  3. 

On  verra  plus  loin  (n"'  19  et  2  4)  que  la  3*^  et  la  4°  puissance 
de  la  force  perturbatrice  amènent  aussi  dans  les  rayons  vecteurs 
des  trois  premiers  satellites  de  nouvelles  parties  constantes,  qui 
sont 

8t=— 0,00000.527,  8t'=  — 0,00004090,  St"=— 0,00000084, 
^4r=o, 00000065,       ^4r'=  0,0000047  1 ,      «5^4/=  0,0000001  3. 

Piéunissant  ces  divers  nombres,  on  aura  pour  les  parties  non 
périodiques  des  rayons  vecteurs  les  nomljres  respectifs  : 

i^""  satellite 0,00006780, 

2*^  satellite 0,00040476, 

3^  satellite 0,0000  1 4  1  1 , 

4*^  satellite 0,00071  4 3o. 
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§    III. 

INÉGALITÉS  PÉRIODIQUES  DES  LONGITUDES  ET  DES  RAYONS  VECTEURS,  DU 
PREMIER  ORDRE  PAR  RAPPORT  AUX  MASSES,  ET  INDEPENDANTES  DES 
EXCENTRICITÉS. 

3.   Les  inéoalltés  de  cette  espèce  aui  sont  inlrocluites  dans  la 


o 


pece  qi 


[III]' 


théorie  du  i'^'^  satellite  par  Taction  du  second  et  par  celle  du 
Soleil  sont  exprimées  par  les  formules  (11)  (i'*^  partie,  p.  22).  On 
a  vu  que  ces  formules  peuvent  être  transformées  de  manière  à  se 
confondre  avec  celles  de  Laplace,  lorsqu'on  néglige,  dans  les 
numérateurs,  la  correction  a;  mais  il  est  plus  exact,  et  cela  ne 
complique  guère  les  calculs,  de  conserver  les  expressions  telles 
qu'elles  se  présentent  alors,  sans  y  rien  négliger.  On  a  ainsi 

(  i  r_!L_,  «A^''+  ...     ^t"? r.  f«AS'-)  +  ^^  aA^'Ol  1 

§^__rn_j^Uln-n  i- i^n-ny -{n- aY\       1        n-n  ^MsmUl'-U) 

f^n-n)  i,i{n-n']a  ^^(,-)  ^ 

\  i-  [n  —  Il  f  —  [n  —  ay  ' 

(JL  n  —  n  a'-  In  —  n'      [n  —  n')-  —  {n  —  a)-\        n  —  n'J      [n  -  n'Y  —  [n  —  aj'd        ^          ' 
a  ft  i-[n  — n  j^~  [Ji— aY  \       1  n  —  n  )         ^  ' 

+^     ^^:^-<f)     £;(^  +  ,!i^)cos(r-/) 

^\ji  —  riY  —  {n  —  afa^\  n  —  n)         ^  ' 

_^C0S(24^2/), 

la  lettre  i  devant  recevoir  exclusivement  des  valeurs  entières  et 
positives.  En  remplaçant  dans  ces  formules  les  éléments  du  second 
satellite  successivement  pai'  ceux  du  3^  et  du  4%  on  obtiendra  les 
termes  dus  à  l'action  de  ceux-ci  sur  le  premier. 

3. 
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Les  mêmes  formules  domieront  aussi,  par  des  échanges  con- 
venables, les  pertmbations  du  mouvement  des  trois  autres  satel- 
lites. Par  exemple,  les  inégalités  que  l'action  du  premier  satellite 
introduit  dans  la  longitude  et  le  rayon  vecteur  du  second  seront 
données  par  les  deux  expressions 


,          m    n      ]  iln  —  n  iHn  —  nY—[n—aY\  i       n  —  n  J\{    •    /.,     .,«     ' 

V=- ; ,{  .  ,    .  }sm{u-il] 


{À  n  —  n 


ki[n—n']a' 


^^,a'A") 


p  n  — 71  ■=—  71— a  •= 


I  m      n     a'^  F    n 2  (n  —  af  /       _i_    ^  n'  \  ^{n  —  n')a'       1    .     ,,     ,» 

[IV]  ^  +  ^'  -i^ZJ'  -^  [irr^-^i^a-nj-in'-af  \~  ^  "*"  n^^J  ~  {n-ny-{n' -  aYJ  *^"  V^)' 

^'  ==  £i        ^^^î'^}     „^  (a'A"'  +  a'Af  +  2  ^^ a'A^'')  cos (i7 -  il' ) 
a        (X  i-{n  —  nY  —  {n  —  a  Y  \  1  7i  — 7i  /  \  / 

771         7i'(7i'— a')         a'^  f  ,       n'  —  (x'\  ,,       j,\ 

|M  (71  — Tif  —  (71  — a J^  a^  \  n—nj  ^  ' 


Nous  avons  obtenu  ainsi  les  résultats  inscrits  dans  le  tableau 
suivant,  où  nous  plaçons  en  même  temps  les  nombres  que  donne 
Damoiseau  relativement  aux  longitudes  : 


Tabieau  VIII. 


SATELLITE. 

ARGUMENT. 

LONGITUDE. 

RAYON  VECTEUR. 

COEFFICIENT 

COEFFICIENT 

COEFFICIENT 

du  sinus. 

dan»  Damoiseau. 

du  cosinus. 

/'-/ 

1  !\" ,  1 00 

l4",l3l 

0,0001 1489 

2/'-  2/ 

-  1633,626 

—  i636  ,3()2 

—  0,02^02657 

1"  satellite. < 

3/'-  3/ 

M'-  kl 

-5,326 
—  1  ,217 

-  5  ,337 

—  1  ,220 

—  0,00010077 

—  0,0000265o 

ï'-l 

6,268 

6  ,293 

0,00007295 

\           21"—  -A 

1 

—  5  ,3o5 

-  5  ,3 1  2 

—  0,00009968 
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SATELLITE. 

ARGUMENT. 

LONGITUDE. 

RAYON  VECTEUR. 

COEFFICIENT 

COEFFICIENT 

COEFFICIENT 

<lu  sinus. 

ilans  Damoiseau. 

Ja  cosinu.. 

'             '-'' 

—  38i",6oi 

-38i",335 

0,0091  1393 

2I-2I' 

-2,877 

-  2  .880 

0,00010601 

31  -  M' 

—  0  ,575 

—  0,576 

0,00002502 

kl -M' 

—  0  ,182 

-o,i83 

0,00000089 

/"-  /' 

52  ,869 

52  ,901 

0,00068724 

2'  satellite. 

21'-  2/' 

3/"-  W 

—  3477  '9^0 
-  19.729 

—  3480  ,962 
-  19 '74? 

—  0,08156913 

—  o,ooo5948i 

kl!'-  M' 

-  4  ,5 1 4 

—  4  ,519 

—  o,oooi5653 

bi"~  sr 

—  1  ,5o5 

—  1  ,5oG 

—  o,oooo5685 

61"-  fir 

—  0  ,596 

—  0  ,596 

—  o,oooo238i 

/'"-  /' 

2  ,109 

2  ,1 14 

o,oooo4o52 

\             21"-  oj' 

—  1  ,5l2 

—  1  , 5 1 3 

—  0,00004624 

l  -  /" 

1 ,284 

i  ,327 

0,00010094 

/'-  /" 

—  2^1    ,^Dfl 

—  261  ,795 

0,01020443 

■il'-  2/" 

-3,834 

-3,831 

0,00022595 

3/'-  3/" 

-0  ,768 

-0,768 

0,00005339 

4/'-  4/" 

—  0  ,243 

—  0,243 

0,00001822 

3°  satellite. 

['"-  l" 

i4  ,020 

i4  ,621 

0,00033963 

21"-  21" 

-49  710 

-49,843 

—  0,00202656 

3r-3f 

—  3  ,5o3 

-3,5o4 

—  0,00017938 

4/"-  4/" 

—  o,8i4 

-o,8i4 

—  0,0000472  I 

5/'"-  5/" 

—  0  ,258 

-o,258 

—  0,00001616 

2-C-  21" 

-0,773 

-0,773 

—  0,00004187 

1       i-r 

0.778 

0.779 

0,000102 1 2 

/'-  r 

1  ,682 

1  ,683 

0,00022782 

/"-  /"' 

-9i»^9 

-9,172 

0,00298522 

4°  satellite. 

2/"-  2/'" 

-4,571 
-o,95'5 

-4.572 
—  0  ,954 

0,00054290 
0,00012780 

il"-  ài'" 

— 0,!92 

—  0  , 2  ()  2 

0,00004093 

bi"~  sr 

—  0  ,107 

—  0  ,107 

0,OOOOl52  1 

2<-   2Ï" 

-  4  ,208 

-4  ,208 

—  0  ooo4oo66 
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L'inspection  de  ce  tableau  montre  qu'il  y  a,  entre  nos  résultats 
et  ceux  de  Damoiseau,  des  divergences  nombreuses,  très  petites 
pour  la  plupart,  mais  assez  sensibles  en  ce  qui  concerne  les  grandes 
inégalités  des  deux  premiers  satellites.  Toutes  ces  divergences  dis- 
paraîtraient, ou  du  moins  deviendraient  insignifiantes,  si  l'on  né- 
gligeait, dans  les  numérateurs  des  formules  [III]  et  [IV],  les  cor- 
rections dont  il  a  été  parlé  plus  haut.  L'effet  de  ces  corrections  est 
de  diminuer  la  valeur  absolue  de  chaque  coefficient ,  sauf  pour  le 
cas  de  «=  i,  où  le  coefficient  est  tantôt  augmenté,  tantôt  dimi- 
nué, parce  qu'il  est  la  différence  de  deux  termes  comparables,  di- 
minués tous  les  deux. 

Il  reste  à  donner  les  expressions  des  longitudes  moyennes  des 
satellites  et  du  Soleil,  lesquelles  figurent  dans  les  arguments  du  ta- 
bleau précédent,  h' Introduction  des  Tables  ècliptujues  donnant  ces 
longitudes  moyennes  pour  le  i*^'  janvier  1700,  à  minuit  moyen, 
ainsi  que  les  moyens  mouvements  diurnes  tropiques,  on  obtient 
aisément ,  pour  une  époque  quelconque ,  les  valeurs  des  longitudes 
moyennes,  rapportées  à  féquinoxe  moyen  relatif  à  cette  époque. 

Nous  prendrons  pour  origine  du  temps  le  1^^  janvier  1850,  à  midi 
moyen  :  les  diverses  longitudes  de  l'époque  seront  alors 

s  =a8°/i/i'58",o56, 

s    ==^      l/i''2o'5/i",0  2/i, 

s"=  37°  8'36",276, 
e"  =  i6/i°i  i'  2",796, 
E  =  3/io°   i'2o",  172; 

mais  le  dernier  nomljre  pomTa  être  remplacé  avantageusement  par 

34o°i'io",2  6. 
[Annales  de  l'Observatoire,  t.  XII,  p.  5.) 

En  conséquence,  les  longitudes  moyennes,  observées  du  centre  de 
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Jupiter  et  rapportées  à  l'éqiiinoxe  terrestre  variable,  seront  exprimées 
par  les  formules 

/  =i48°/iV58",o56  +  2o3°,/i88993385f, 
/'  =  i/i°2o'54",o2  4+  ioi°,374762o63  t, 
l"=  37«  8'36",2  76+  5o«,3 1 76/16432 /, 
r=i64*'ii'  2",796+  2  i°,57i  109432  ^ 
■.Çj=34o°   i'2o",i72+      o°,o83  1  29377  ^ 

dans  lesquelles  /  désigne  le  nombre  de  jours  moyens  écoulés  depuis 
l'époque  1850,  janvier  0,0,  et  où  les  coefficients  de  t  sont  les 
moyens  mouvements  diurnes  tropiques;  mais  nous  observerons 
aussi  que  la  dernière  formule  pourra  être,  de  préférence,  rempla- 
cée par  la  suivante  : 

J^=  34o«  1  '  1  o",2 6  +  o°,o83  1  2 940  f, 

empruntée  à  la  Théorie  de  Jupiter  [Annales  de  l'Observatoire ,  ibid.). 
Suivant  l'usage,  on  comprendra  en  outre  dans  4^ les  grandes  in- 
égalités de  la  longitude  moyenne  de  Jupiter,  et  on  verra  plus  loin 
(p.  53)  qu'il  est  avantageux  de  suivre  une  règle  analogue  pour  les 
longitudes  moyennes  des  satellites. 


§  IV. 

INÉGALITÉS  DES  LONGITUDES  ET  DES  RAYONS  VECTEURS  DÉPENDANTES 
DES  EXCENTRICITÉS  ET  DU    1  ^''  ORDRE  PAR  RAPPORT  AUX  MASSES. 

4.  Avant  de  procéder  aux  calculs  des  inégalités  dépendantes 
des  excentricités,  nous  avons  à  déterminer,  pour  l'époque  de  1 85o, 
les  excentricités  des  orbites  des  satellites  et  des  longitudes  des 
périjoves,  et  à  évaluer  ensuite  les  inégalités  séculaires  de  ces  élé- 
ments. 
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i 
a.    Valeurs,  en  1850,  des  excentricités  des  orbites  des  satellites  et  des  longitudes  1 

de  leurs  périjoves.  ; 

Pour  olitenir  ces  valeurs,  nous  prendrons,  dans  les  expressions 
des  longitudes  des  satellites  données  par  Damoiseau,  les  termes   • 
qui  dépendent  de  la  longitude  moyenne  du  satellite  considéré,  et 
nous  les  réunirons  en  un  seul  de  la  forme  l 

2  e  sin(/  — tir).  f 

Les  termes  dont  il  s'agit,  qui  constituent  la  partie  elliptique  des 
longitudes,  se  présentent,  dans  leurs  expressions  algébriques,  sous 
a  forme  suivante  (  r*^  partie,  p.  4o;  ou  Mec.  ccL,  1.  Vlll,  n°  6)  : 

h  =2Msin(/— ^/-jS)  +  2Misin(/— ^if-|3i)  +  2M2sin(/-5f2<-|S2)  +  2M3sin(/-^3/  — jSs),  ' 
'îu'=2M'sin(/'-fy/-(3)+2M;sin(/'-^,/--|Sl)  +  2M;sin(/-^2^-(32)+2M;sin(r-^3/-|33), 

^i;"  =  2M"sin(r-^/-|S)+ ,  ! 

Sv"'=2M"'sm{l"'-gl-^)-^ i 

Dans  les  arguments  de  ces  termes,  les  parties  proportionnelles 
au  temps  ne  sont  pas  tout  à  fait  les  mêmes  que  dans  les  longitudes 
moyennes  des  satellites;  elles  en  difl'èrenl  par  les  petites  quantités 
gt,  gj,  g4-,  g^t.  Il  suit  de  là  que  les  excentricités  seront  des  éléments 
variables  avec  l'époque  choisie,  et  que  les  longitudes  des  périjoves 
lie  s'accroîtront  pas  proportionnellement  au  temps.  En  présence  de 
cette  grande  variabilité,  Laplace  [Méc.  cél.,  1.  Vlll,  n°  29)  renonce 
1   considérer   ces   éléments   elliptiques;    mais,    pour   exprimer  la  ; 

composition  et  la  dépendance  mutuelle  des  divers  termes  des  for-  1 

nules  précédentes,  il  emploie  un  langage  conventionnel  sur  lequel  ' 

1  ne  faut  pas  se  méprendre.  ■ 

Chacune  des  quatre  racines  g ,  gi,  g^-,  g^  se  rapportant  plus  spé-  ; 

•ialement  à  l'un  des  quatre  satellites,  désignons  par  g  celle  qui  se 
rapporte  au  premier  :  il  arrive,  comme  on  pouvait  le  prévoir,  que 

e  nombre  M  est  alors  plus  grand  que  chacun  des  trois  nombres 


I 
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M',  M",  M'"  relatifs  à  la  même  racine.  Pareillement,  si  g  y  est  celle 
(|ui  se  rapporte  au  second  satellite,  !c  coelFicient  M\  se  trouve  être 
plus  grand  que  cliacun  des  trois  coefficients  Mi,  Mj,  M'I';  et  ii  en 
est  de  même  pour  les  deux  autres  satellites.  Pour  ces  motifs, 
Laplace  appelle  le  nombre  M  l'excentricité  propre  du  i"  satel- 
lite, et  l'angle  gt-\-^  la  longitude  de  son  périjove  propre;  le  terme 
2M  sin  (/ —  ^ff  —  jS)  constitue  ainsi  pour  ce  satellite  une  espèce 
d'équation  du  centre,  qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec  la  véritable, 
laquelle  oscille  autour  de  cette  valeur  movenne. 

De  même  les  nombres  M\,  jMÔ,  M3  sont  appelés  les  excentricités 
propres  des  trois  autres  satellites,  et  les  angles  correspondanis 
^i/4-|Si,  ^2^  +  fti  g^i  +  ^s  les  longitudes  de  leurs  périjoves  propres. 

En  adoptant  cette  manière  de  parler,  on  peut  dire  que  chaque 
satellite  possède  quatre  équations  du  centre,  dont  Tune  se  rapporte 
au  périjove  propre  de  ce  satellite,  les  trois  autres  se  rapportant 
chacune  au  périjove  propre  de  l'un  des  trois  autres  satellites. 

Laplace  emprunte  à  Delambre  les  valeurs  des  excentricités  pro- 
pres ainsi  que  les  longitudes  des  périjoves  propres  pour  l'époque 
de  1  700,  et  le  déplacement  de  l'un  de  ces  périjoves  :  nous  n'avons 
d'ailleurs  aucun  renseignement  sur  la  manière  dont  Delambre  a 
obtenu,  par  la  discussion  des  éclipses  observées,  les  valeurs  de  ces 
divers  éléments.  Les  excentricités  propres  des  deux  premiers  satel- 
lites ont  été  trouvées  insensibles;  d'après  cela,  le  nombre  des  équa- 
tions du  centre  se  réduit  à  2  pour  chaque  satellite,  savoir  celles 
qui  se  rapportent  aux  périjoves  du  troisième  et  du  quatrième. 

Damoiseau  n'a  fait  que  reproduire  tous  ces  résultats,  avec  quel- 
ques changements  dans  les  valeurs  numériques  des  données,  sans 
aucune  indication  sur  la  manière  dont  il  a  calculé  ces  valeurs  nou- 
velles. Les  diverses  équations  du  centre,  avec  les  coefficients  qu'il 
leur  a  définitivement  attribués  pour  la  constiuction  de  ses  Tables, 
ne  sont  rapportées  explicitement  ni  dans  l'Introduction  ni  dans  le 
Mémoire  manuscrit;  mais  on  peut  les  déduire  des  formules  don- 
nées dans  V Introduction  pour  déterminer,  relativement  à  chaque 
satellite,  l'instant  de  la  conjonction. 

Sav.  étrang.  t.  XXX.  —  N°  I.  à 


lupntucnic   xatiû^jllc. 
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On  observera  que,  pour  les  termes  dont  il  s'agit,  Damoiseau  a 
fait  porter  exclusivement  sur  l'argument  les  corrections  cpi'ils  de- 
vaient subir  dans  le  passage  de  la  conjonction  moyenne  à  la  con- 
jonction vraie  :  il  suffira  donc  d'en  prendre  les  coefficients  tels 
qu'ils  sont,  et  de  les  traduire  en  secondes  d'arc,  à  raison  du  moyen 
mouvement  svnodique  du  satellite,  puis  d'en  changer  les  signes. 

On  trouve  dans  V Introduction  les  termes  suivants  : 

Sv  =—  i*,52  7  sin(/  — tiys)  —  o^w^Q  sin(/  — iiJg), 
Sv'  =  —  27^,229  sin(r  —  tUo)  —  1  2',022  sin(/'  — 'CJa), 
h"  =  —  2o8*,G62  sin(r  — -nJa)  —  65',073  sin(r  — t^a), 
èv"  ==  7 9',  '.\ 7 0  sin ( /'"  —  73.2)  — 'c)'6 3 7 % 3 9 o  sin ( /'"  —  'Cîf 3 ) , 

les  angles  trr.i,  '^^  désignant  ce  que  Damoiseau  appelle  les  longi- 
tudes des  périjoves  propres  du  3*^  et  du  [\^  satellite,  comptées  à 
partir  de  l'équinoxe  terrestre  moyen  relatif  à  l'époque  prise  pour 
origine,  et  ayant,  d'après  les  données  qu'il  rapporte,  les  valeurs 
suivantes  au  1^'  janvier  1800  : 

-cTa^  2  i6°49'o8",702,       TS^^  25i°35'4o",6o7. 

Sans  nous  préoccuper  du  degré  de  confiance  que  méritent  ces 
divers  nombres,  nous  devons  les  regarder  comme  tout  à  fait  exacts, 
notie  but  étant  ici  de  retrouver  les  formules  employées  par  Da- 
moiseau; par  suite,  en  les  exprimant  en  secondes  sexagésimales, 
nous  calculerons  chaque  coefficient  avec  sept  chiifres  :  il  vient 
ainsi  les  expressions 

h  =  1  2^,94  1  O9  sin(/ —  îira)  H~^>"iOo8947  sin(/  —  'n3'3), 
^v  =  1  1  /i'.,9  1 9b  sin(/'  —  TSçi)  -\-  5o",73866  sin(/'  — -cTg), 
V  =  o4-i",4o()6  sin(f  — -nj-jj-h  i3()",2o/ii  sin(/"  —  ^^3), 
h'"  =  —  7  1  ",06790  sin(r  — Tcra)  +  2988",074  sin(r  —'5^3). 

Mais  il  faut  observer  que  ces  formules  se  rapportent  au  cas  par- 
ticulier des  éclipses,  et  que,  par  suite,  on  y  trouve  réunis  (pour 
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les  trois  derniers  satellites)  des  termes  qui,  à  toute  autre  époque, 
ont  des  arguments  différents  :  on  devia  donc,  pour  obtenir  les 
coefficients  des  formules  générales,  détacher  de  ceux  qu  on  a  obte- 
nus plus  haut  les  coefficients  des  termes  qui  s'étaient  réduits  avec 
le  terme  principal.  Ceux  de  ces  derniers  termes  qui  ont  été  consi- 
dérés par  Damoiseau  sont  exclusivement  ceux  qui  présentent  l'ar- 
gument de  ïévection,  et  il  leur  avait  trouvé  les  valeurs  suivantes, 
qu'il  n'a  pas  modifiées  ensuite  : 

i<^'sateUite,  aucun  terme  sensible; 

2*^  satellite  -o",233  sin(24;^-  l'--^^)  -  o"'099  sîn(2=Ç-  ï-'a^)\ 
3^^  satellite  -  i",874  sin(24^- /"--cyg)  -  o",8o2  sin(24^-r-^3); 
/i*=  satellite      o",5/i7sin(2i^-  T-'u^^)  -  2  2",2  i  /isin(24^-  /'"--cJa). 

Les  équations  du  centre  que  Damoiseau  a  adoptées  définitive- 
ment sont  donc  les  suivantes  : 

,  ^v  =  i2",94i(39sin(/-tïïo)  +  (3",oo89/i7sin(/-'CÎ3), 
Uy'  =  1 1  o",  1 52G  sin(/'  -  'ui^)  +  5o",83766  sin(/'  - -m^] , 
^^1  i  ^/  =  5/i3",28o6sin(/"-'n52)+i37",oo6isin(r-t:Î3), 
f  ^/'  =  _7i",6i490sin(r-t:y2)  +  3oio",288sin(r-'cy3). 

On  en  tire,  fowr  les  excentricités  et  les  longitudes  des  périjoves  au 
I""  janvier  1850,  à  midi  moyen,  les  longitudes  des  périjoves  étant 
comptées  à  partir  de  ïéquinoxe  terrestre  moyen  de  1850,  les  valeurs 
suivantes  : 

e  ==o,oooo/i/i  12661,  rs  =  2  27°4o'5/i",2  1, 

c'  =o,ooo3868i2i,  -nï'  =  227^1  7'56",75, 

e"  =  0,00 160 102  3,  'ct"  =  22  3°37'32",47, 

e'"  =  0,007  1002  10,  'cï"'=2  02«2  3'i9",o4. 

Les  excentricités  obtenues  pour  le  3*^  et  le  4*=  satellite  se  rap- 
prochent un  peu  des  excentricités  propres  que  leur  attribue  Da- 
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moiseau,  savoir  :  0,001016949  et  0,007297  1  i49;  il  en  est  de 
même  en  ce  qui  concerne  les  longitudes  des  périjoves.  L'excentri- 
cité trouvée  pour  l'orbite  du  i*^""  satellite  peut  être  regardée  comme 
insensilile,  mais  il  n'en  est  pas  tout  à  fait  de  même  pour  le  second, 
et  cela  s'accorde  avec  la  note  suivante,  mise  par  Damoiseau  au 
bas  d'une  page  de  son  Mémoire  manuscrit  : 

«  Nous  avons  des  motifs  de  soupçonner  dans  l'orbite  du  second 
satellite  une  équation  du  centre  propre  de  02^  en  temps  synodique 
(ce  qui  correspondrait  à  une  excentricité  propre  de  0,00032738), 
mais  notre  incertitude  sur  la  position  du  périjove,  dont  le  mouve- 
ment est  encore  à  calculer  par  la  tbéorie,  nous  a  fait  remettre 
cette  recliercbe  à  un  autre  temps.  » 

Les  mêmes  éléments  relativement  au  Soleil  sont,  d'après  l'Intro- 
duction, 

^  =  0,04806280,         n=i9i°55'34",3/i; 

mais  on  prendra  de  préférence  les  valeurs 

C  =  0,0482  5 186,  11  =  1 9  1  "o4'58",4 1 . 

[Annales  de  l'Observatoire,  t.  Xll,  p-  8.) 

h.    Iiiégalilés  séculaires  des  excentricités  et  des  longitudes  des  périjoves. 

5.  Les  inégalités  séculaires  qui  affectent  les  excentricités  des 
orbites  des  satellites  et  les  longitudes  de  leurs  périjoves  se  déter- 
minent au  moyen  des  équations  (35)  (1'*^  partie,  p.  80). 

Pour  former  ces  équations,  il  faut,  outre  les  coefficients  donnés 
plus  liaut  par  le  tableau  Vil  (p.  1  5),  en  calculer  un  certain  nombre 
d'antres,  que  nous  allons  considérer  successivement. 

On  a  posé  (  1  "^  partie,  p.  33  et  suiv.) 

[0, 1 1  =  y  -  na  B'-'),        [  1  ,ol  =  7  -!  n'a'  ^^'\   etc. 

Nous  obtenons  pour  ces  coefficients,  qui  sont  aussi  exprimés  en 
degrés  et  rapportés  au  jour  moyen,  les  logaritbmes  suivants: 
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COEFFI- 
CIENTS. 

LOCAniTHMES. 

COEFFI- 
CIENTS. 

LOC.tniTDMES. 

COEFFI- 
CIENTS. 

LOCtniTHMES. 

COEFFI- 
CIENTS. 

LOGAKITBMES. 

[o,.] 

3,2276815 

[.,0] 

1,9880547 

h-o] 

5,8i6.io2o 

[3,0] 

6,6231728 

[0,2] 

1,7381  100 

[>.2] 

3,/i986389 

[^.•] 

.4,8165577 

[3.'] 

5,i3i.4265 

[0.3] 

5,3.489785 

[^-3] 

5,917605^ 

[^-3] 

/i,62  12172 

[3,2] 

4,8171 195 

Nous  avons  vérifié  ces  nombres  au  moyen  des  relations  de  la 
forme 

!ïï5[o,,]  =  !!^'[,,o]. 

En  les  comparant  avec  ceux  que  donne  Damoiseau,  nous  avons 
trouvé,  relativement  à  quelques-uns,  une  discordance  qui  ne  dis- 
paraît pas  par  le  rétablissement  des  diviseurs  fx,  fx,  fx",  fx'".  Tout 
d'abord,  le  nombre  0,0000086925^6,  donné  par  Damoiseau  pour 

valeur  de  i2iil,  nous  paraît  fautif  :   il  devrait  être   remplacé  par 

o,ooooo83o  1  3  1  5,  quand  on  néglige  comme  lui  le  diviseur  f/.;  on 
peut  supposer  qu'il  y  a  eu  méprise,  car  les  logarithmes  de  ces 
deux  nomlires  sont  respectivement  6.9391469  et  6.9191/169. 
Ensuite,  au  lien    du   nombre    0,00000 1 3oo6/i3   donné  pour 

valeur  de  ^^^,  nous  obtenons   0,000001 3o2 32 8.  Il  existe,   en 

outre,  relativement  à  plusieurs  autres  coefficients,  des  divergences 
atteignant  au  plus  le  5-  chiff"re  significatif  à  partir  de  la  gauche. 
On  a  posé  encore  [ibid.) 


(o^  =  ^  ^  7ï  (2  I  aA'^^  +  7aAf >  +  ak^') , 
=  i^/i'(i9a'A'^>  +  7a'A;^^  +  a'Af), 


(1^='--,  n  (2  1  a'h^'^  +  ya'Af ^  +  a'Af  ) ,  etc. 
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On  en  conclut  les  valeurs  suivantes  : 


Tableau  X. 


COEFFICIENTS. 

LOGAHITHMES. 

COEFFICIENTS. 

locahithmes. 

jo.ii 
i,o| 

1  1.2 
1  2.1  1 

3,9982962 
2,0868276 
2,2697099 
3.9179789 

& 
& 
& 

& 

3,1649726 
3,9253467 

1,4374848 
3,7554o36 

On  a  posé  aussi  (  i"^^  partie,  p.   1  8  et  66) 

A:=.  i  "4  n'  UcŒ''^  +  a'Mf) ,        A"  =  ^  ^'  n"  f  3a"A'<''+a"A;' -  -H  ^ 
2     2  /^       \  1  y  2  /M       \  1        a  V 


B-=- V:-,        B'  =  -^^^44^,        B"=^ 


A" 


n  —  2/1'  +  a 


n  —  2n'  +  a' 


n'  —  2r"  +  a" 


Nous  aurons  aussi  à  considérer  les  coefficients  A^  +  SA[ ,  A "  +  ^A", 
en  posant 

°      2  fx       \a^  a)^  2  (JL        \a-  a) 

De  même  que  ceux  qui  précèdent,  ces  divers  coefficients  sont 
exprimés  en  degrés,  excepté  les  coefficients  B,  B',  B",  lesquels  ne 
dépendent  pas  des  unités  adoptées  et  représentent  simplement  des 
rapports. 
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Tableau  XI. 


COEFFICIENTS. 

LOGAniTBMES. 

COEFFICIENTS. 

LOGAniTHMES. 

A 

3,5'i58io3 

B 

3,6010884 

A'o 

4,8519853 

B' 

3,9762562 

A'o  +  <^A'„ 

^,8609734 

B" 

4,7983567 

a; 

3,8 196503 

A" 

4,671/101 1 

A"  -f  Sh" 

4,6908843 

Les  coefEcients  qu'il  nous  reste  à  déterminer  sont,  comme  les 
trois  derniers,  indépendants  des  unités  adoptées.  Considérant,  en 
premier  lieu,  ceux  qui  ont  été  définis  aux  pages  09,  Go,  6/4.  de  la 
première  partie,  on  a  : 


Tableau  XIL 


COEFFICIENTS. 

LOGAniTHMES. 

COEFFICIENTS. 

tOGARITHMES. 

P 

—  0,4420287 

a 

o,774ooo5 

P' 

0,1  105470 

a' 

0,6010626 

Q 

0,2008235 

a" 

—  0,4109577 

Q' 

—    1, 8604107 

b 

0,2008235 

R' 

—  0,5270457 

b' 

o,6o52834 

R" 

0,1099278 

b" 

—  o,2544i37 

S' 

T,84i8i3i 

S" 

—  i,4o5i836 
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On  a  enfin,  pour  ceux  qui  ont  été  déiinis  aux  pages  61,  70 
et  74  : 


Tableau  XIII. 


COEFFICIEBTS. 

LOGARITHMES. 

COEFPICIEMS. 

lO'^AElTHMES. 

ï 

—  3,7025/133 

C 

—    1,7670012 

T' 

3,946-366 

c' 

7,8835724 

U 

3,7071098 

c" 

1,72362 18 

U' 

-3,8979697 

a 

-  1,22/19933 

v 

—  2,080802  1 

d' 

1,9739204 

V" 

2,2559558 

d" 

7,5'i483o3 

w 

3,57387^6 

W" 

—  3,7^390/45 

Nous  avons  maintenant  à  former  les  expressions  X,  X',  Y',  Y" 
définies  à  la  page  77.  Dans  les  deux  premières  de  ces  expressions, 
nous  avons ,  pour  plus  de   simplicité ,   négligé   la  petite  différence 

des  quantités^  et  -?  pour  la  première,  ^  et  4  — pour  la  seconde, 

en  prenant  simplement  A^  au  lieu  de  A^  +  ^A[,  et  A"  au  Heu  de 
A"-\-§A.".  Cette  simplification  n'a  aucun  inconvénient  ici,  où  11 
s'agit  de  calculer  des  termes  de  correction;  mais  il  n'en  serait  pas 
de  même,  plus  tard,  pour  le  calcul  des  inégalités  sensibles  que  les 
formules  (XVI)  introduisent  dans  les  longitudes.  Pour  ce  motif, 
nous  prendrons  de  préférence,  même  ici,  les  expressions  exactes, 
qui  sont  les  suivantes  : 


[3] 


X  -  -  3 1 — '^^-Y  f^  -  ^  -^^i^+S^y) , 

\n  —  in-\-cfj    \n       {xma  n  /' 

X'=—  3  (         "  V  M',  y      fx"m"a  A"+j'A"  vA 

\n  —  2n-^g)    \n'  fx' ni  a"       n"  /' 

Y'=.6(' ^Vffi^^-^°X'V 

\n~in-\-gJ    \(x  m  a  n        n       /' 
\H  —  ':in"-\-gJ    \(ji."m"a'n  n"      )' 
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Remplaçant  n  ~  2n    par  n—2n\  et   effectuant  les  calculs,  on 
peut  les  mettre  sous  la  forme 

(0,5935875)  +  (o,  1488774)  >/ 


m 


X 


X'= 


r= 


\        n  — 2/1  / 
(o,5648iG3)X'+ (0,1181 3  i5)X' 

(0,3523795) -(r,898i8i3)X' 

\        ti  —  2nj 

(7,8795554)  X'-V,4i  33874]  X" 

\         ;i  —  2 


les   noml^res  placés  entre  parenthèses  étant   les  logarithmes  des 
coefficients  dont  ils  tiennent  la  place. 

Au  moyen  de  ces  expressions  et  des  nombres  fournis  par  les 
tal)leaux  précédents,  on  peut  évaluer  les  termes  non  périodiques 
dépendants  du  carré  et  du  cube  de  la  force  perturbatrice,  qui 
interviennent  dans  les  équations  (35).  Ces  termes  complémen- 
taires, pris  sous  la  forme  qu'on  leur  a  donnée  aux  pages  78  et  79. 
deviennent  alors,  en  faisant  abstraction  du  facteur  M  cos  (f//-t-|3) , 

/  A  /\         (2, 170338 0  +  (5,88309 4">1X'—  3,fi(i3()4i8;X'' 

(A  )  ..-.___ 

fB'l 


[C) 
(D'J 

(E') 

(F') 
(G'; 


1+ 


n  —  2  II 
(3,64683.01)  +  (2,1  i2  669o:iX'-  (5,7o836n8iX" 

71—2 

(7i,3i  1021  i)-(ï,8987828)X'+(?,8/i97283)A", 

-(,^,7227506)-  i:3,oi34i53:X'+(4",6329888)X" 


i+: 


n  —  2n. 


-  (3,024868(3)- (4,85 1  9307) X'+(4",G6 18258) y, 

-(3,01  1  781  5) +  (3, 128352  7) X' 4- (4,968/102  i)X", 

(4,7633o3  1)  -  (4",264 2 3S5)X'- (5,56854 20) X", 

-(4,5393o65)  + (5,5895978)  X'4-(f,o86382o)  À". 


Sav.  étuanc.  l.  X.\X.  —  N"  L 
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(5.    Introduisant    dans    les  équations   (35)    (p.  80)    ces    divers 
termes  changés  de  signe,  savoir  : 

(A),  (b^),  (F)  dans  la  première, 
(13'),  (C),  (G'),  (H')  dans  la  seconde, 
(D  )  dans  la  troisième. 


il  vient  pour  déterminer  les  quatre  valeurs  du  nombre  g,  et  les 
valeurs  correspondantes  des  rapports  des  coefficients  M,  M', M",  M", 
le  système  d'équations 


0  = 


[ô] 


;,</-o",i  409775; 

12, 1703381) 

o,,')  19/10^3) 


/|, 9880547) 

f3,6  468301] 


M    +     (3,2276815) 
(3, 8835940) 
JL 


n  —  in 

/i,8oi  2363) 


M'    +    (/i, 7381100) 

,     (3',66394i8) 


i  +  - 


—  (3,1 426525) 


+  (5,3489785)  M'", 


^1,64177^^^-^; 


(5,81  ()4o2o) 

(4,7227506) 


M  +  [7-o",o3286686) 
(2,1 126690) 


«  +  : 


_2_ 


+  (4,9717355) 


r    +     (3,/j986389) 
(3, 7083608) 


+ 


!  +  ■ 


JL 


n  —  2n 

—  (3,2  147390) 


+  (5,9 176054)  M'", 


M" 


M'' 


•  + 


.9 


M    + 


/i, 8165577) 

(3,oi34i53) 


M'  +  ((/  — 0°,0070i  7723) 
(4,6329888) 


1  + 


JL 


M' 


+  (4,621  21  72)M'", 

o  =  (6,623  I  7 2 8  )  M  +  ("5,43 1  /| 265)  M'+  (4,8 171195)  M" 
+  {(j  —  o", 00 2 o  1 5  1  5 7 6)  M'". 


J 
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On  voit  que  les  coefficients  primitifs,  ou  du  premier  ordre  pjir 
rapport  aux  masses,  savoir  les  premiers  termes  de  chaque  coetïi- 
cient,  sont  pour  la  plupart  à  peine  aussi  considérables  que  les 
termes  suivants,  lesquels  proviennent  des  parties  complémentaires. 
Ces  derniers  ne  peuvent  donc  pas  être  regardés  comme  de  petites 
variations  des  premiers;  il  faut,  par  suite,  renoncer  au  mode  de 
calcul  indiqué  (p.  81)  pour  la  résolution  de  ce  système  d'é([ua- 
tions,  et  recourir  à  des  approximations  successives,  en  les  diri- 
geant comme  il  est  expliqué  dans  la  Mécanù/iœ  céleste  (1.  VIII, 
n"  29). 

Dans  la  première  et  la  seconde  de  ces  équations,  les  termes  de 
la  troisième  ligne  sont  ceux  qui  proviennent  des  termes  complé- 
mentaires du  troisième  ordre  par  rappoit  aux  masses.  Sans  leur 
présence,  nos  équations  différeraient  peu  de  celles  qu'a  considérées 
Damoiseau  et  devraient  donner  à  peu  près  les  mêmes  résultats; 
leur  importance  relative  fait  comprendre  pourquoi,  au  contraire, 
les  nombres  que  nous  allons  rapporter  diffèrent  plus  de  ceux  de 
Damoiseau  que  ceux-ci  ne  diffèrent  des  nombres  trouvés  par 
Laplace. 

Nous  avons  obtenu  les  résultats  suivants,  à  côté  desquels  nous 
inscrivons  ceux  de  Laplace  et  ceux  de  Damoiseau,  les  racines  étant 
exprimées  au  moyen  des  mêmes  unités  (Damoiseau  n'a  pas  calculé 
les  deux  premières  racines)  : 

Tableau  XIV. 

Première  racine. 

Laplace. 

(j  ==  0°,  1/192/171,  G'',  1  /i95(36,') , 

w=     0,02355/19/1,  0,01 85238, 

jnr  ==  — o,oo32G5  1  72  ,  —  o,oo3/|337, 

—  0,000018286.  —0,00001735. 


M 


5. 
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Seconde  racine. 

Laplace. 

5fj=o'',o/i3563i3,  .  o^o/^38953o, 

^  =  —  0,00440824,  —0,0375392, 

M' 

yjT=  — 0,0497.5674,  — o,o43668(), 

M'" 

^=   0,000030974.  0,00004357. 

Troisième  racine. 

Damoiseau.  Laplace. 

^2  =  0^,007  1  952  19,    0^,007  1  32023,   o", 007  148207, 

'yr,=     0,01757605,     o,o23365i,      o,o238iii, 

M' 

"rp  =   0,1721409,       0,2079573,       0,2152920, 

TT;r=  —  0,1  2761 4o.         —0,1293321.  — o,i29i564- 


Quatrième  racine. 

Damoiseau.  Laplace. 

</3=o°,ooi  96  1  759,       0*^,00  196  1  1  53,       0*^,00  1961  I  75, 

^  =  0,001528210,  0,002001066,  0,0020622, 
^,  =  0,01421897,  0,01693377,  0,0173350, 
^,  =  0,08076506.      0,0816578.        0,0816578. 


D'après  cela,  les  nombres 


M'         V,      M"         >,„      M"         v_-^^.' 

vT'      ^TW     ^-û'     ^'-'W/ 


auront  pour  logarithmes  les  nombres  suivants  : 
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Tableau  XV. 

X'.. 

2,8720820 

y. 

.  .    — 3,518906  1 

r. . 

.    —5,262  1  2^1 

a;.. 

.  —  i,26/t3353 

XI 

.  .        7,8953398 

a;.. 

.    —  4,7  553400 

X,.. 

•      0^9909^28 

x:. 

1,7550788 

x:.. 

.    —0,8609771 

K.. 

.      0,9686852 

K- 

1 ,7280/105 

a;'.. 

.           2,8158170 

7.   Il  reste  à  déterminer  les  valeurs  des  huit  constantes  arbi- 
traires 

M,Mi,M2,M3,i3,|3„ft,i33. 
A  cet  effet,  posons,  pour  un  moment, 

Msin|3  =  a;,      Mi  sin  |3j  =  j;i ,      M2  sin  jSg^  0^.2 ,      M3sin|S3=j:'3, 
Mcos|3=j,      MiCosj3i=ji, , 

et  désignons  par  ho,  ko-,  K,  •  •  •  les  valeurs  des  éléments  h,  k,  h\  . . . , 
en  i85o.  On  aura,  d'après  les  résidtats  du  numéro  4  plus  haut 
(p.  27),  en  exprimant  les  excentricités  en  secondes  sexagésimales, 
et  remplaçant  les  nombres  par  leurs  logarithmes  (placés  dans  une 
parenthèse), 


llo=—  (0,8280187), 

;i;=_(i, 7681558), 
/<;=  — (2,3576867), 

//„'=  —  (3,1 482001), 

Les  huit  inconnues  x,  y,  Xi, 
des  deux  systèmes  d'équations 


/  ^0=^  +  ^1  +  ^2  + 


X, 


TAl    ]       — AX-{~AiXi-^A2X2-hA3X3, 

j  //„  =  A  j;  +  ÀiXi-^  A^x^-h  À3X3 , 

h"^=  X"X  +  y'IXy  +  ^2X2  +  A3  J^3  , 


ko=—  (0,7878000), 
ko=  —  (1,7882646), 

^:=-(2, 3784789), 

.^;=- (2,6498580). 

se  détermineront  au  moyen 

^1= A  j+ a;ji+ A2j2+A;'j3, 

k~À  y+  Aij,  +  A2r2+  A3  Ta. 
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11  faut  observer  qu'il  n  existe  plus  ici,  entre  les  coefficients  A ,  X", 
les  relations  de  la  forme 


ni 


72  a-  -\-  m  n  a-A  A^-i-m  n  a  -  A  A,  +  m  n  a  -  A  Ai  =  o, 


lesquelles  auraient  beaucoup  facilité  la  résolution  des  équations 
précédentes;  cela  tient  à  l'introduction,  dans  les  équations  diffé- 
rentielles, de  termes  complémentaires  d'ordres  supérieurs  par 
lapport  aux:  masses. 

En  traitant  successivement  ces  deux  groupes  d'équations,  on 
o])tient  les  valeurs  suivantes  : 

.T  =—  (o,553A3i4),  j  =  —  (0,407  1  935), 

Tj=     (0,0084435),  ri=     (1,8379298), 

.^2=—  (o,3oi  3343),  J2=~-  (0'^^t90949), 

j'3=_(o,3368463),  r3=--(T,85835o8), 

d'où  l'on  conclut  : 

Tableau  XM. 

M==     (0,6429121),  |S  =  234''28'o9",o3, 

Mj=—  (0,09002.54),  |Sj=  23ô"58'io",  1 3, 

M2--=     (0,6093000),  |32=  209°28'38",07, 

M3=     (0,3595879),  |S3=25i«3709^74. 

On  observera  que  les  angles  ^2  ^t  jSg  se  rapprochent  des  angles 
-cTo  et  '©3  de  Damoiseau  (voir  plus  haut,  p.  26).  D'ailleurs, 
d'après  la  manière  dont  ils  ont  été  obtenus,  les  angles  jS ,  jS^ ,  jSs ,  (S3 
sont  comptés  comme  'Cf,  "Cî ,  tir",  ts'"  eux-mêmes,  à  partir  de  féqui- 
noxe  terrestre  moven  de  1  85o. 

Par  la  combinaison  des  tableaux  XV  et  XVI,  on  obtient  pour 
tous  les  coefficients  M  les  loijarithmes  suivants  : 

o 
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Tableau  \V1L 

0,64291  2  1 

Ml.. 

.  —0,0900264 

M,. . . 

0,6093000 

M3... 

0,3096879 

1,01/499/11 

m;.. 

1,3543607 

m;... 

1,6002633 

m;... 

1,3282731 

2,1068182 

m;.  . 

.  — 1,9853602 

m:.  . . 

2,3643793 

m;... 

2,082()284 

o,9o5o362 

MI. . 

.     4,8453654 

m:.  . . 

-1,4702776 

m;... 

3,176^1049 

c.  Partie  eUiptiijuc  des  loncjitudes  el  des  rayons  vecleurs. 

8.  Nous  pouvons  maintenant  évaluer  les  termes  des  longitudes 
et  des  rayons  vecteurs  qui  dépendent  des  excentricités. 

Considérons,  en  premier  lieu,  dans  la  partie  elliptique,  les 
termes  qui  ont  pour  argument  l'anomalie  moyenne.  Au  heu  d\ 
remplacer  les  éléments  e,  -cr,  e',  ...  par  leurs  valeurs  relatives  à 
l'époque  1860,  nous  aurons  égard  en  même  temps  à  leurs  varia- 
tions séculaires;  c'est  l'objet  des  formules  (XIII)  (1  "^partie,  p.  4o), 
lesquelles  donnent  les  termes  suivants  : 


Tableau  XVIII. 


LONGITUDE. 

HAYON  VECTEUR. 

SATELLITE. 

ARGUMENT. 

— 



COEFFICIE>T    DV   SIXUS. 

COEFFICIENT  DU   COSIMS. 

[         ^-yi-i2 

8",788 

—  0,0001  2888 

1"  satellite 

1         '-^/-/3. 

—  2  ,461 
8,i36 

o,oooo36o8 
—  0,00011928 

l^!J,^-^3 

4,578 

—  0,00006713 

[       /'-  fjt  -  /S 

0  ,207 

—  o,ooooo483 

2'  satellite 

46  ,226 
79,669 

—  0,00100020 
-0,00186873 

^         ^-S.t-^, 

42,589 

—  0,00099363 

i         '"-^.«-/S, 

-  i  ,934 

0,00007196 

y  satellite 

^'-U-k 

462  ,817 

—  0,01722387 

(                 ^'-^3'-/33 

24 1  ,913 

—  0,00900284 

'i"  satellite 

1 

—  69  ,062 
2996  ,263 

0,00386099 
—  0,19606929 
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Comme  on  pouvait  s  y  attendre,  les  coefficients  du  tableau  pré- 
cédent relatifs  aux  longitudes  diffèrent  complètement  des  coeffi- 
cients correspondants  obtenus  par  Damoiseau  et  rapportés  plus 
baut  (formule  [2],  p.  27). 

Pour  former  les  arguments 

que  Ton  a  ici  à  considérer,  il  faudra  avoir  soin  d'augmenter  cha- 
cune des  quantités  g,  g^,  g^,  g^  de  la  rétrogradation  diurne  de 
féquinoxe,  savoir  o*',oooo38  1  o  1  76,  puisque  chacun  des  moyens 
mouvements  a  été  augmenté  de  la  même  quantité,  comme  il  a  été 
dit  plus  haut  à  la  fin  du  numéro  3.  Comme  les  angles  jS ,  |3i ,  jSg ,  iSg 
sont  comptés  à  partir  de  l'équinoxe  terrestre  de  i85o,  de  même 
que  les  angles  e,  e',  e" ,  e",  la  position  de  l'origine  disparaît  d'elle- 
même  dans  les  différences  s  — jS,  s  — |Si,  ... 
On  aura  ainsi  les  expressions 

(//  + 13  =2  34°  2  8' o9",o3  +  o",  1/192802/, 
(/,/+|3i=2  35"58'io",i3  +  o°,o/i3Goi23/, 
^,/  +  |S2-209«28'38",o7 +  0^,00723332  1/, 
(/3/+|S3=  2  0 1**  3  7' 09",  7  4  +  0^,00 1  998861/, 

/  étant  le  nombre  de  jours   moyens  écoulés  depuis  le   1^'  janvier 
i85o,  à  midi  moyen. 

En  ce  qui  concerne  les  autres  termes  de  la  partie  elliptique  des 
longitudes  et  des  rayons  vecteurs,  il  semble  d'abord  qu'd  serait 
suffisamment  exact,  vu  leur  moindre  importance,  d'y  employer  les 
valeurs  des  éléments  e,  tï,  c',  ...  relatives  à  1800,  sauf  à  aug- 
menter, dans  les  arguments,  les  angles  ts ,  'Ts\  ...  de  leurs  varia- 
tions séculaires  supposées  proportionnelles  au  temps.  Cependant, 
à  cause  de  la  grande  variabilité  de  ces  éléments,  il  serait  nécessaire 
d'avoir  égard  aussi  aux  variations  séculaires  des  excentricités,  et, 
dès  lors,  il  vaudra  mieux  procéder  comme  pour  le  premier  terme, 
d'autant  plus  que  le  nombre  des  arguments  nouveaux,  qui,  a  priori, 
paraît  devoir  èlre  assez  grand,  se  restreint  beaucoup  en  réalité. 
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Le  second  terme  de  l'équation  du  centre,  savoii'ye-  sln(2/— 2t3), 
peut  se  remplacer  par  l'expression 


[7] 


[M2sin(2/-2^/-2|S)  +  Misin(2/— 2(/i/-2j3,)  + 


+  2MMisin(2/-(//-jS-ryi/-|3i)+-  .  .  .]. 

Pareillement,  les  termes  du  second  degré  que  contient  le  rayon 
vecteur,    savou^  -ac~ «e"  cos  (2/— 2115'),   donnent  l'expression 

/     I [M-^+  m;  +  .  .  .  +  2MM,  cos  (()t  +  ^-  (j,t  - fS,)  4-  .  .  .] 

M      -  ^  [M^  cos  (2/  -  2(jt  -  2/3)  +Ml  cos  (2/-  2(jJ  -  2|3,  )  +  .  .  . 

Quant  aux:  termes  du  troisième  degré ,  ils  sont  négligeables.  Les 
termes  du  second  degré  eux-mêmes  ne  donnent  des  résultats  sen- 
sibles que  relativement  aux  deux  derniers  satellites;  ils  fournissent 
le  tableau  suivant  : 

Tableau  XIX. 


SATKM.ITE. 

A!',GUMENT. 

LONGITUDE. 

RAYON  VECTEUU. 

COEFFICIENT 
du  cosinus. 

COEFFICIENT 

(lu  sinus. 

COEFFICIENT 

dans  DamoUeou. 

3'  satellite. 
4°  satellite. 

2I"—  2(jJ  —  2,S, 

o'\2>2\ 

0  ,33() 

i3  ,592 

—  0  ,536 

H 

1  3  .Gô/i 

// 

—  0,00001602 

—  0,OOOOl3l6 

—  0,0007  l  207 
0,00002806 

et,  en  outre,  pour  les  rayons  vecteurs,  les  termes  suivants  : 

r"=  0,0000  1602  4-0,00001  3i6  cos  [g.2t-h^2  —  g^t  —  ^3) , 
/'"'=  0,0007  1  207  —  0,00002806  cos  ((/2/  + jSo  — ^3/  —  1S3), 

dont  les  premiers  ont  été  considérés  par  avance  (voir  plus  haut, 
p.  17),  et  dont  les  autres  sont  à  très  longues  périodes. 

Sav.  étiiang.  t.  \XX.  —  iN"  1.  6 


i2 


M.  SOUILLART. 


cl.  Inégalités  des  longitudes  et  des  rayons  vecteurs,  dépendantes  des  excentricités , 
et  provenant  des  variations  des  grands  axes  et  des  longitudes  moyennes. 

9.  Parmi  les  Inégalités  dépendantes  des  excentricités  qui  affec- 
tent les  grands  axes  et  les  longitudes  moyennes,  les  plus  consi- 
dérables sont  exprimées  par  les  formules  (X),  (XI)  et  analogues 
(i"^  partie,  p.  3o-3i).  Les  termes  principaux  que  ces  formules 
donnent  pour  les  longitudes  ont  été  réunis  pour  former  d'abord 
le  groupe  (XII)  (p.  82)  et  ensuite,  successivement,  les  groupes 
(19)  et  (XVI)  (p.  09  et  p.  77).  En  les  prenant  sous  la  forme  (XVI), 
avec  le  léger  cbangement  indiqué  plus  haut  (p.  82),  on  obtient 
les  inégalités  suivantes,  où  nous  avons  tout  ramené  à  l'angle  2/'—  /  : 

Tableau  XX. 


l.O.NGIIUDK  MOYENNE.  —  COEFFICIENT  DU  SINUS. 

1  "   s  VTF.Ll.ITE. 

2*     SArFLLlTE. 

.">*  sATEi.i.rrE. 

2r_;_,y(_jS 

-  Il ",83/, 

7",o68 

o",o57 

,r -/-</,( -iS, 

32  ,68/, 

91  ,33o 

1  5  ,5oG 

^-i'-i-9.^-^. 

39  .33./, 

—  17G  ,/|o6 

29  ,190 

2l'-l-gj-^^^ 

20  ,878 

—    91  ,85ô 

1  5  , 1 1  0 

Les  termes  analogues  donnés  par  Damoiseau  sont  les  suivants  : 

Sv  =  54",Ô92  sin  (2/ —  l  —  TS^)  +  2  3", 906  sin  (2/  —  /  —  -ctj), 
Sv  -=—  1  79",5/j2  sin  (2/'—  l  —  'c^^)  ~  8o",/|88  sin  (2/'--  /—  trfg), 
^1^"=  27",56o  sin  (2/'  —  l  —  'us^)  +  1  2",425  sin  (2/—  I  —  ts^). 


(3n  voit  que  les  coelTicients  diffèrent  assez  notablement  :  cela 
e  à 
séculaires  des  excentricités  et  des  périjoves. 


lient  encore  à  la  divergence   des   résultats   relatifs  aux  variations 
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Après  les  termes  précédents,  les  plus  Importants  de  ceux  que 
présentent  les  formules  (X)  sont  les  équations  annuelles  des  longi- 
tudes. On  les  prendra  sous  la  ibrme  (XV)  (  T'^  partie,  p.  56),  afin 
d'avoir  égard  aux  termes  du  second  ordre  par  rapport  aux  masses; 
mais  il  conviendra  d'y  rectifier  une  inexactitude  volontaire  que  l'on 

a   commise   (p.  ^7)   dans  le   coefficient  de  ^,,  en  confondant  les 

deux  quantités  —  et  — .  Pour  effectuer  cette  correction,  il  suffira 

de  remplacer,  dans  l'expression  de  la  quantité  jS^  et  dans  celle  de 

81  donnée  par  les  formules  (XV),  le  facteur  "^  "^   par  le  facteur 

— ; —  f  1  +  -T^  ) .  L'expression  de  |S^  devient  ainsi 

~  n— 2n  +a      o     -i  L  m  a-  V  A  „  /        "'  m  «  - J 

elle  est  du  second  degré  par  rapport  aux  moyens  mouvements, 
comme  la  quantité  è)Ti-  et  comme  la  cpiantité 

=  6a 


Il  —  2/1'  +  a'  m  m" 


en  sorte  que,  pour  évaluer  le  rapport  _  ^^ ,  rien  n'empêche  d'em- 
ployer sans  changement  les  moyens  mouvements  exprimés  en  de- 
grés. On  trouve  ainsi 

jS^  =  o, 0289765^. 

Quant  à  la  première  des  formules  (XV),  elle  devient 
dL   ,   m'  m"  /      ,  SA'.,\        P 


^/  =  -3 


Les  facteurs 


:îi4i7,+^^)P,      _3^'p,      2Î^P, 


6. 


44 


M.  SOUILLART. 


que  l'on  a  à  considérer  dans  ce  calcul,  et  que  l'on  retrouvera  dans 
tous  les  calculs  analogues  relatifs  aux  inégalités  à  longues  périodes, 
ont  respectivement  pour  logarithmes  les  nombres 


3,81  791  26, 


3,7/189800,         /i,58i()5o/i. 


Les  coefficients  de  Véquadon  annuelle  sont  les  suivants 


Tableau  XXI. 


ARGUMENT. 

LONGITUDE  MOYENNE.  —  COEITICIENT  DU  SINUS. 

!"■    SATELLITE. 

2'    SATELLITE. 

3'    SATELLITE. 

4"    SATELLITE. 

•C-IT 

2",2  0() 

—   3G",6l7 

-  A 'S",/,  70 

—   l  l5",012 

Ils  sont  presque  identiques  à  ceux  que  Damoiseau  rapporte  dans 
son  Mémoire  manuscrit,  et  ils  n'en  différent  guère  que  par  suite  de 
la  valeur  dilFérente  adoptée  pour  l'excentricité  Z^  de  l'orbite  de 
Jupiter. 

Les  autres  termes  contenus  dans  les  formules  (X),  (XI)  et  ana- 
logues sont  loin  d'avoir  la  même  importance  :  nous  devrions  les 
négliger  presque  tous,  s'ils  ne  dépendaient  pas  d'arguments  déjà 
obtenus  plus  haut. 

Après  avoir  été  transformés  comme  ceux  du  premier  groupe, 
les  termes  restants  des  formules  (X)  sont  donnés  par  les  expres- 
sions 
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Sa  =  —  2a 


A_!^(A'.  +  M'„)X' 


■  ^ 


n  —  in'  -\-  g 

+  2a^^Mcos(/-_f//-|3); 


Mcos(2/'-/-(//~f3) 


Se  = 


fji   n  —  2n'-\-q 


i3(o 


+  2(2aA;'^+aA.i'^-2^,)X' 


Msm{2r -l-gt~^) 


\  +^^^Msin(/-^f-^). 


Pareillement  la  première  et  la  troisième  des  formules  (XI)  se 
transforment  dans  les  suivantes  : 


"^^4a-a'„x' 


Sa'=  lia 


,  ru'  \Ja 


[VI] 


n  —  in  -\-  q 


cos{2l'  —  l-gt  —  ^)' 


êe'- 


i  2(2a'A(2)  +  3rt'AS-)  +  a'A(-)) 


f^'  «-  2n +^  j  -^  (i  5a'A<''+2  ia'A;^'  +  8a'A|,V3  Ç)  X 


a'.w,    Msin(2/'-/-,9/-^). 


Si  dans  les  formules  [V]  et  [VI]  on  change,  explicitement  et  im- 
plicitement, les  éléments  des  deux  premiers  satellites  respectivement 
en  ceux  du  second  et  du  troisième  (A  changé  en  A.,,  A^  en  A",  M  et 
X'M  en  X'M  et  X"M),  on  obtiendra  pour  le  second  et  le  troisième 
satellite  les  termes  analogues  résultant  de  leur  action  mutuelle. 
Relativement  au  troisième  satellite ,  il  y  a  en  outre  à  considérer  les 
termes  provenant  de  l'aplatissement,  et  ces  derniers  sont  les  seuls 
que  ces  formules  indiquent  pour  le  quatrième. 
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La  mise  en  nombres  donne  les  résultats  suivants 


Tableau  XXII. 


ARGUMENT. 

RAYON  VECTEUR.  —  COEFFICIENT  DU  COSINUS. 

l"    SATELLITE. 

2°     SATELLITE. 

3°    SATELLITE. 

0,00000101 
0,000002/17 
0,00000282 
0,000001/19 

0,00000180 

o,ooooi36!i 

—  o,oooo/io.'i2 

—  0,00002088 

// 
—  0,00001  197 
0,00002  1/19 

0,00001  io5 

Tableau  XXIII. 


ARGUMENT. 

LONGITUDE  MOYENNE.  —  COEFFICIENT  DU  SINUS. 

\"   SATELLITE. 

a'     SATELLITE. 

3"    SATELLITE. 

2/'-'-5i'-^i 

—  o",o8(J 
0  ,325 
0  ,45/1 

0   ,2.4  1 

o",077 

0  ,353 

—  5  ,222 

-3  ,676 

—  o",ooi 

—  0  ,3i5 
3  ,8o5 
1  '99^ 

Quant  aux  termes  d'argument  /  —  <//  — 13,  comme  ils  sont  à  peu 
près  insignifiants  pour  chaque  satellite ,  nous  les  réservons  pour  les 
joindre  à  beaucoup  d'autres,  de  même  espèce  et  de  même  impor- 
tance, que  nous  rencontrerons  un  peu  plus  loin. 

10.  Dans  les  formules  que  nous  venons  de  réduire  en  nombres, 
on  s'était  borné  à  considérer,  parmi  les  inégalités  dépendantes 
des  excentricités,  celles  qui  présentent,  en  outre,  soit  un  faible 
diviseur,  soit  le  coelïicient  J.  Cette  approximation  suffit,  et  au 
delà ,  quand  on  néglige  dans  les  longitudes  les  termes  qui  ne  dé- 
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passent  pas  2";  mais,  avec  les  nouvelles  limites  que  nous  nous  im- 
posons, il  y  a  lieu  d'examiner  toutes  les  inégalités  qui  sont  du 
premier  degré,  celles  surtout  qui  contiennent  les  excentricités  du 
troisième  et  du  quatrième  satellite. 

Ici  encore,  comme  précédemment  et  comme  dans  tout  ce  qui 
suivra,  nous  renoncerons  k  l'emploi  des  valeurs  des  excentricités  et 
des  longitudes  des  périjoves  au  1"  janvier  i85o.  Ces  valeurs  n'au- 
ront servi,  en  réalité,  qu'à  la  détermination  des  8  constantes  M, 
Ml,  Ma,  M3,  jS,  jSi,  1S2,  183,  lesquelles  pourront  être  prises  comme 
éléments  elliptiques,  au  lieu  des  8  cpiantités  c,  'ui,  e\  ... 

Les  inégalités  du  premier  degré  que  l'action  du  satellite  m  pro- 
duit dans  le  grand  axe  et  la  longitude  moyenne  du  satellite  m  sont 
données  par  les  expressions  suivantes  (qui  comprennent  les  termes 
de  même  provenance  renfermés  dans  les  formules  (X))  : 


Sa 
a 


[i-  vn 


Sp  =  ~ 


m 

[i  [i  —  i)  II  —  in  -\- g 
m'  in 

fx  in-{i  +  i)/i'-f  </ 
3  m'  (i  —  1  )  II- 


(2mAW  +  aAS'))Mcos[ir-(i-i)/-^/-f3] 
[{oJ+^)a^^'^  +  a^^;^]M'cos[{i+^)^-il-cJt-^]; 
.(2jaA'HaAS'^) M sin [il'-{i-  i)l-(jl-?>] 


Ss^ 


2  fx  [{i—  i)n  —  in  -\-  çjY 

-\-~-r .r^  '4-  ,[(2/+i)aA'-)  +  aA';)]M^sin[(^-+i)r-z7-ff/-|3]; 

[-2mA^''+(8i  +  3)rtAl')+8aAy)]Msin[îr-(/-i)/-fy/-|S] 


4  ii[i  —  \]ii  —  iii  +_<y 


[(/4  i)aAi')-faAi')]M'sin[(î+i)/'-^V-^/-|S]. 


|M    in  —  [i^i]  n  +,7 

La  lettre  i  doit  recevoir  ici  toutes  les  valeurs  entières,  positives, 
nulle  et  négatives  :  on  sait  d'ailleurs  que,  pour  les  cas  de  1=1  et 
z  =  —  1,  il  y  a  des  termes  complémentaires  à  joindre  à  ceux  que 
l'on  trouvera  ainsi. 

Pour  obtenir,  dans  la  théorie  du  satellite  m\  les  inégalités  dues 
à  l'action  du  satellite  m,  il  suffit  de  permuter  dans  les  formules 
précédentes  les  éléments  de  m  et  de  m  :  cela  change,  comme  on 
sait,  les  quantités  Af'  et  A^'^  respectivement  en  —  A'''  — Af^  et 
A(')+2Ai"  +  Aïl 


[VIII] 
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Il  vient  ainsi  (après  avoir  changé  le  signe  de  i)  le  nouveau  groupe 

(2m'A^'^  +  a'AfO  M  cos  [il  -{i- i)l- gi  -  ^] 


a 


[à'  [i  —  i)  n  —  in'-{-g 

TU  (/  +  !)«' 


(2]; 


û  m 
1 


[i+i]n'' 


fx  [m  —  [i  +  i)  n  -]-  g]-  ^^        '      '  '  J  L\  J  J 

Se'  =  ^-^-. ,  ""'  .,^    \ia'A.^'^-i-U+i)a'A^;^  +  a'mMsm\il'-^{l-i)l-qt 

fjL   [i  —  i)n  —  in  -i- g'-  \    '      J        1'         -JJ  L         \  /        J 

-j"A -■ r^\   '^    [(  1  oi  +  5 ) «'A^'^  +  ( 8«  +  1  3 ) a'A';)  +  Sa'AJ'l 

!i  [X  in  —  [i  -{-  \)  n  +  g  ^\  I  \  I         '  ^  J 

xM'sin[(?+  i)I'  —  ïl-gl- 
JLn  employant  tour  à  tour  les  deux  systèmes  de  formules  qui 
précèdent,  on  obtiendra,  pour  chaque  satellite,  les  inégalités  pro- 
venant de  l'action  des  trois  autres.  On  retrouvera,  comme  cas  par- 
ticulier, et  on  aura  soin  d'exclure  les  termes  déjà  considérés  dans 
les  tableaux  XX,  XXII  et  XXIII. 

La  partie  de  la  fonction  perturbatrice  qui  dépend  de  l'aplatissement 
de  Jupiter  ne  donne  aucun  terme  du  premier  degré  à  ajouter  à  ceux 
que  contiennent  les  formules  (X);  mais  celle  qui  est  due  à  l'action 
du  Soleil  donne,  en  outre,  pour  le  satellite  m,  les  termes  suivants  : 

^  =  :^'Mr-^cos(/-«/-6)4-'^ô — ^^z — cos  (- 2J^  + 3/ -  r//- fS) 

C0s(2J'-/-<//  — |S) 

''  ■' ,,  cos  (  3  J^  —  2  / 


-(3]. 


Sa 


V 


2  n 


n 


h 


M 


ot,' 


^sin(/-ry/-|3)-^,-^ 


.)b- 


[IX] 


2 .)  b  —  g 
9 


2  n  —  2  Ob  +  g 

-— ^cos(-4:+2/-n)l; 

271  —  ..)b  \        V.  '  J 

-^„  sin  f—  2 .i^  +  3 /  —  9/  —  |S) 

^. sin( 24^-/ -.7/ -|3)] 


oî,^ 


2  [n  —  i.K--\-  g 
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L'application  de  ces  formules  ne  donne  que  des  résultats  insi- 
gnifiants dans  la  théorie  du  premier  satellite,  mais  elle  fournit 
quelques  termes  à  conserver  relativement  aux  trois  autres. 

Rapportons  d'abord,  pour  chaque  satellite,  les  termes  dépen- 
dants de  sa  longitude  moyenne,  en  y  joignant,  comme  cela  a  été 
dit  plus  haut,  ceux  que  donnent  les  formides  (X).  Ces  ternies  sont 
très  petits;  nous  les  conservons  parce  qu'ils  modifieront  un  peu  les 
coefficients  des  formules  (Xlll)  (voir  plus  haut  le  tableau  XVIII, 
p.  39),  et  qu'il  s'en  présentera  encore  plus  loin  un  grand  nombre 
de  semblables. 

Table u  XXIV. 


LONGITUDE  MOYENNE. 

lUYON  VtCTEUK. 

SATELLITE. 

ARGUMENT. 

— 

— 

COEFFICIENT     DU     SINUS. 

COEFFICIENT    Dti    C051MS. 

l    -rjt-^ 

0  ",o  1  0 

0,00000017 

1  "  satellile 

'    -5.'-^, 
^--'P-^. 

—  0  ,oo3 
0  ,010 

0,00000028 
0,00000076 

l    -^3'  -^3 

0  ,oo5 

0,000000 'il 

( 

''-^.'-^, 

0  ,026 

0,00000067 

2"  satellite < 

0  ,019 
0  ,008 

o,oooooo65 

( 

'"-^.'-/s. 

—  0  ,002 

—  0,00000010 

?>'  satellite 

'■'-5/.'-^. 

0  ,107 

0,00000000 

Ï'-'JJ^-^: 

0  ,010 

0,OOOOo32  2 

4'  satellite .  .• 

''"-,73^-^3 

—  0  ,009 

0  ,:)9'i 

—  0,00000753 
0,00007102 

Pour  les  autres  termes,  qui  dépendent  d'arguments  non  encore 
rencontrés,  nous  conserverons  ceux  qui  sont  sensibles  par  eux- 
mêmes,  ceux  dont  l'argument  reparaîtra  encore  plus  loin  avec  des 
coefficients  tels  que  la  somme  devienne  sensible,  et  enlin  ceux  dont 
les  arguments  se  confondent,  à  l'époque  des  écHpses,  soit  avec 
fanomalie  moyenne  du  satellite  en  queslion,  soit  avec  l'anomalie 
moyenne  du  Soleil.  Il  en  résulte  le  tableau  suivant,  qui  ne  donne 
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aucun  terme  pour  le  premier  satellite,  et  où  Ton  a  réuni,  relati- 
vement au  second  satellite,  Targunient  4/"— 3/'  à  l'argument  égal 

3/'- 2/: 

Tableau  XXV. 


LONGITUDE  MOYEIN m:. 

RAYON  VECIKUR. 

SATELLITE. 

ARGUMENT. 



— 

COEFFICIENT    DC    SISUS. 

COKFyiCIFST    DU    COSINUS. 

■M'-2l  ^g,t-^^ 

-  o",A88 

—  o,oooooo38 

3/' -2/  -g,t-^^ 

—  0  ,567 

0,00000289 

U'-,l  ~cj^t-p^ 

-0  .29^ 

0,000001  A9 

2*  satellite 

M'-oJ'-g^t-^, 

1,116 

o,ooooo635 

1       3/"-2r-^3(-,33 

0  ,582 

o,ooooo332 

3.^.-2''-" 

0  ,062 

0,00000164 

_4^+2r-n 

0  ,009 

—  o,oooooo38 

3'"-2r-<7,(-|3, 

—  0  ,io3 

—  0,00000279 

3/"-2r-y3t-^3 

—  0  ,o5/4 

—  0,000001^5 

ar-l"-g,t-^^ 

—  0  ,960 

—  0,00000549 

^~t"-l"-u-^ 

1  ,600 

o,ooooo8oi 

3'  satellite * 

Ar-3r- ^3^-/33 

0  ,676 
0  ,264 

0,0000  i5o/i 
0,00000845 

3^_2r-n 

0  ,25o 

0,00001061 

-4:+2r-n 

0  ,o36 

—  0,OOOOOl52 

2-C-'"-i/,'-i3, 

—  0  ,009 

—  0,0000002  1 

2-C-'"-^3'-|33 

—  0  ,oo5 

—  0,0000001 1 

1 

^r-i"-g^t-^^_ 

1  ,d66 

0,00002871 

^r"-i"-9z<-^ 

-2  ,391 

o,oooo/iio4 

3r-2r-^3t-/33 

—   1    ,023 

—  0,00006234 

à'  satellite 

34^_2r-n 

1  ,368 
0  ,194 

0,000102  1  2 
—  0,00001  453 

2j>:-f"-5.f-^. 

0  ,007 

0,00000026 

2-C-r-^3t-/33 

—  0  ,327 

—  0,00001 3i9 

\ 
1 

-<+3r-^3t-^3 

—  0  ,o36 

o,ooooo438 

Laplace  et  Damoiseau  ont  complètement  négligé  ce  groupe  de 
petites  inégalités. 
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e.  Inégalités  des  longitudes  et  des  rayons  vecteurs,  dépendantes  des  excentricités , 
produites  par  les  variations  périodiques  des  excentricités  et  des  longitudes 
des  périjoves. 

11.  Les  plus  importantes,  parmi  les  inégalités  de  cette  es- 
pèce, sont  données  par  les  formules  (IX)  et  (XIV)  (i""*" partie,  p.  29 
et  44). 

Afin  d'éviter  encore  l'emploi  des  valeurs  des  éléments  e,-?;?,*?',  .  .  . 
relatives  à  l'origine  du  temps,  nous  introduirons  dans  les  for- 
mules (IX),  à  la  place  de  ces  quantités,  les  quantités  correspon- 
dantes /?,  k,  h',  .  .  .  ,  pour  lesquelles  nous  prendrons  les  expres- 
sions (  1  3)  (p.  89).  Ces  formules  deviennent  ainsi 

'  |'  =  BM[cos(2/'-/-^^-f3)-cos(-2/'-f  3/-^/-jS)], 
Sv  =  lBMsm{-  2r+3l--gt  -  ^)-{-~J^Usm{l-gl  -  ^); 

^  =  B'M'[-cos(2/'-/-^f-fS)  +  cos(/-fy^-|3)], 


[X] 


^î;'=_^B'M'sin(/-^/-|S)  +  ^^^M'sin(/'-^f-^); 
^'  =  B"M"[-cos(2r-/'-^?-|3)  +  cos(/'-.9/-f3)], 
^/=-^B"M"sin(/'-^/-^)4-^-^M"sin(r-^/-f3); 

Sr" 
a  ' 


Si  nous  réservons  encore,  relativement  à  chaque  satellite,  les 
termes  dépendants  de  sa  longitude  moyenne,  pour  les  joindre  à 
beaucoup  d'autres  pareils  qui  se  présenteront  plus  loin,  nous  ob- 
tiendrons les  résultats  suivants  : 


rv? 
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Tableau  XXVI. 


ARGUMENT. 

RAYON  YKCTKUn.  —  COKFFICIKNT  DU  COSINUS. 

i"    SATELLITE. 

a'    SATELLITE. 

3'    SATEI.LirE. 

0,0000000  1 

—  0,0000001  'l 

0,000000^7 
0,00000027 

—  0,00000999 
-  0,00001760 

—  0,000009 '1  1 

—  o,ooooio83 

—  0,00000066 

Tableau  XXVII. 


SATELLITE. 

ARGUMENT. 

LONGITUDE. 

COEFFICIENT    DU     SINCS. 

RWON  VECTEUR. 

COEFriCIEST    DC    COSINUS. 

■1'  satellite 

?)'  satellite 

i-9é-h 

l-9.^-P. 

—  o",53ô 

—  0  ,9'id 

—  0  ,00  i 

—  0  ,36'. 
-0  ,190 

0,00000999 
0,00001760 
0,00000941 
0,00001080 

0,00000.566 

En  vue  du  degré  de  précision  que  nous  voulons  atteindre  main- 
tenant, il  n'e.st  plus  permis  de  négliger,  dans  les  variations  des 
coordonnées,  les  termes 

Sr  =  —  eSa  cos  (/  — w)  -\-acSl s'm  (/  — ts)  ,      Sv=  ae^/cos  (/  —  t?). 


Les  inégalités  des  grands  a.xes  étant  peu  considérables,  il  airive 
que  la  quantité  —e^acos  (/  —  '©)  ne  donne  des  termes  sensibles 
que  dans  la  théorie  du  quatrième  satellite. 
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Ces  termes,  en  omettant  encore  ceux  qui  dépendent  de  la  lon- 
gitude moyenne,  sont  les  suivants  : 

^r"'=o,oooooo84[cos(2r-r-^3^-|33)+cos(-2r+3r-</3/-f23)l 
-0,000021 82  [cos(2^r--5f3/-j33)+cos(~24;;-f-3r--,73/-|S3)]; 

nous  les  comprendrons  plus  loin  dans  le  tableau  XXIX. 

Tout  au  contraire,  les  longitudes  moyennes  sont  affectées  d'in- 
égalités considérables,  comme  on  l'a  vu  plus  baut  :  par  suite,  les 
deux  expressions 

aeSt  s'in  [l  ~  7s) ,  2cSlcos[l~7s) 

amèneraient  un  assez  grand  nombre  de  termes,  petits  mais  non 
négligeables,  qui  introduiraient  beaucoup  d'arguments  nouveaux. 
Cet  inconvénient  se  ferait  sentir  encore  davantage  dans  la  re- 
cberche  des  inégalités  dépendantes  des  puissances  supérieures  de 
la  force  perturbatrice  :  on  l'évitera  en  convenant,  comme  on  le  fait 
liabituellement  pour  la  longitude  moyenne  de  Jupiter,  de  corriger 
de  leurs  gi^andes  inégalités  les  longitudes  moyennes  des  quatre  satel- 
lites, avant  de  les  employer  au  calcul  des  arguments  :  grâce  à  cette 
convention,  ces  nouveaux  termes  n'apparaîtront  plus. 

Mais  les  formules  (IX)  doivent  être  complétées.  Pour  les  obtenir, 
on  a  considéré  exclusivement,  parmi  les  inégalités  de  degré  zéro 
qui  affectent  les  excentricités  et  les  longitudes  des  périjoves,  celles 
qui  présentent  soit  un  faible  diviseur,  soit  le  coefficient  J  :  on  doit 
maintenant  les  considérer  toutes.  Celles  qui  sont  produites,  dans 
la  tbéorie  du  satellite  /«,  par  l'action  du  satellite  m\  sont  données 
par  les  formules  (5)  (i'"'^  partie,  p.  17);  les  inégalités  qui  en  ré- 
sultent pour  la  longitude  et  le  rayon  vecteur  de  m  sont,  en  élimi- 
nant toujours  les  éléments  e  et  -CJ , 


sa 

r         5  m 


[xi]<;  ^'   "" 
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^     ,        .  ,  ,     ( 2/aA<''  +  aAS'')  M  sin  [-  il'  +  («  -f  i )  /  _  n/  _  SI , 


2  {J.  [i—  i)n  —  in'-\-  a 

I  xM|cos[//'-(/-i)/-^/-|3]-cos[-ir+(t+i)/-^/-|3]{. 

La  partie  de  la  fonction  peiturbatrice  due  à  la  figure  de  Jupiter 
ne  donne  pas  d'autres  termes  que  celui  qu'elle  a  fourni  aux  formules 
(IX),  mais  l'attraction  du  Soleil  amène  dans  v  et  r  les  nouveaux 
termes 

!  7-^  (n-r^„-3l^3^^)  M  [eos{.<_-/-3/-(3)-cos(3/-.<-s/-,3)], 


lesquels  ne  sont  sensibles  que  relativement  au  quatrième  satellite. 
Les  inégalités  de  même  espèce  produites  par  l'action  du  satel- 
lite m  dans  les  coordonnées  du  satellite  m  se  déduisent  aisément 
des  formules  [XI];  elles  sont  données  par  les  expressions 

(  ^"'  -  4t'  -  -  (.  -"■)  »■  -Ai''-  ')  «'A"'  -  «'Ai"]  M' sin  [(,+  ,)  1'^  il  -,ji-^]. 

[XIII] .  £;  _  _  i^  , -J!_ ,  [(2,-  -  1  )  a'A"i  -  a'Kf]  ' 

xM' jcos[-(î-  i)/'  +  i7-(/^-f3]-cos[(/+  i)/-//-^/-/3]{. 

Les  termes  que  donne  l'application  de  ces  formules  à  chacun 
des  satellites  sont  tous  fort  petits.  Réunissons  d'abord,  pour  chaque 
satelhte,  les  termes  dépendants  de  sa  longitude  moyenne,  fournis 
tant  par  les  formules  (IX)  que  par  les  formvdes  complémentaires 
(il  ne  s'en  trouve  que  dans  les  longitudes)  : 


I 
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LONGITUDE. 

LONGITUDE. 

SATELLlTt. 

AliGL'MKNT. 

COEFFICIENT 
Ju  SIDUS. 

SATELLITE. 

AUGL'MENT. 

C0EFFIC1F.\T 

du  sinus. 

i"  satellite. 

l  -gt  -^ 

o",oo7 

—  O   ,00'2 

3'  satellite. 

o".o88 
0  ,o'iO 

O  ,007 

^"-9.^-K 

'-5'3*-^3 

0   .OO'! 

/i°  satellite. 

—  0  ,010 

''-9.'-ft 

0   ,0  1  fl 

'■"-^3' -(33 

0  ,708 

2*  satellite. 

0  ,02!i 

0  ,01 3 

Quant  aux  autres  arguments,  on  ne  trouve  aucun  ternie  nou- 
veau à  conserver  pour  le  premier  satellite ,  et  on  obtient  pour  les 
trois  autres  les  résultats  suivants,  parmi  lescjuels  nous  comprenons, 
relativement  au  quatrième,  les  termes  introduits  dans  le  rayon 
vecteur  par  l'expression  —  eSa  cos  (/  —  tis)  : 

Tableau  XXIX. 


LONGITUDE. 

RAYON  VECTEUR. 

SATELLITE. 

ARGUMENT. 

— 

— 

COEFFICIENT    DD    SINUS. 

COEFFICIENT    DD    COSINUS. 

2/'-/-^,<-(3, 

o",002 

, 

2'  satellite 

2/'-/  ~g^t-^^ 

0  ,oo3 

■ 

[              2l'-l-S,t-^, 

0  ,002 

» 

■2l'-l  -g,i-P, 

-0  ,027 

0,00000079 

2l'-l    -Çj,l-^, 

-  0  ,018 

0,000000^1 

' 

,r-l"-g^t-^^ 

0,00000264 

3'  satellite ^ 

3r-2f-^,t-/3, 

o,oooooi38 
0,00000037 

3r-2r-^3«-^3 

. 

0,00000019 

-2-C+3r-^,t-i3, 

0  ,00/i 

- 

_3J^+3/"-^3t-^3 

0  ,002 

• 

2r-/"-5,t-|3, 

—  0  ,01 3 

0,00000087 

^i"'-i"-9,t-^ 

0  ,676 

—  o,oooo23o5 

II'  satellite 

ir-^r-g^t-^. 

—  G    ,008 

—  o,ooooio5i 

-2C+3r-^3(-/33 

0  ,1  26 

—  0,00002769 

<-l"'-9.^-^ 

0  ,oiii 

—  0,00001595 
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12.  Considérons  maintenant  les  formules  (XIV).  En  laissant  de 
côté,  provisoirement,  les  termes  qui  dépendent  de  la  longitude 
moyenne,  mais  conservant  ceux  qui,  lors  des  éclipses,  se  con- 
londent  avec  les  équations  du  centre  ou  avec  l'équation  annuelle, 
on  obtient  les  résultats  suivants  : 


Tableau  XXX. 


6A  1  El.I.ITK. 

ARGUMENT. 

LONGITUDE. 

UWON   VECTEl  r.. 

COEFHCIENT    DU    SINDS. 

COEFFICIEMT    DU    COSI>09. 

,^-l-g,-^ 

0,009 

o,ooooooi3 

\  ^j.:-^-.7,'-^. 

—  0    ,017 

—  0,00000025 

i"  satellite 

1       2^_,/_^^t-^, 

3^_  ^/  _  n 

—  0  ,o58 

—  0  ,025 

—  0  ,oo3 

—  0  ,020 

—  0,00000084 

—  0, 00000037 

// 

—  0, 00000043 

'   •■^/'-2?-5i'-/3^ 

0  .gi'i 

0,00002201 

3/-2Z-^,/-/2, 

-6  ,772 

—  0,0001  0798 

l  3/'-2/-.9,f-/33 

-3  ,53', 

—  0,00008245 

2'  satellite '.- 

-0  ,129 
—  0  ,161 

—  0,00000000 

—  0,00000376 

^■^i-^'-3.^-^ 

—  0  ,08 3 

—  0,00000 19^') 

'     _4^+2r-n 

—  0  ,oi3 

0,00000039 

\            3.(^-2/'-II 

—  0  ,094 

—  0,00000270 

/    3/"- 2/'- 5,^-/3., 

2  ,262 

0,00008419 

3/"-2r-^3<-/3, 

1  ,  i83 

o,oooo44o3 

3^_r-^^t-/3, 

0  ,009 

o,oooooo32 

3'  satellite 

-1  ,567 
-0,792 

// 

—  0,00000832 

—  0,00002947 
o,ooooooo3 

-^4- 2/"- II 

-  0  ,o5'i 

0,00000252 

\      3^-2r-n 

-0  ,38o 

—  0,00001768 

0 

'\  '  satellite 

0   ,.'(52 
-22    ,16/1 
II 

0,00002955 

—  0,00145074 

0,00002900 

-4^+2r_n 

-0   ,290 

0,00002417 

'      34^- 2/'"- n 

1 

-  2    ,068 

—  0,00016916 
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De  toutes  ces  inégalités,  Damoiseau  a  seulement  consldéié  les 
suivantes  : 

Sv"=—  i",87^sin  (2=P  — /"— -c^a)—    o",8o2  sln (2JP  — /"— tirg), 
Sv"'=     o", 5  4  7  s i n  (2  »r  —  ï"—  T^s  )  —  2  2  ",  2  1  4  sin  (  2  ^--  /'"—  ts^  ) , 

dont  les  coefficients  diffèrent  un  peu,  comme  on  devait  s'y  attendre , 
de  ceux  du  ta]3leau  précédent. 

Il  y  a  lieu  de  compléter  aussi  les  formules  (XIV).  Pour  les 
obtenir,  on  s'est  borné  à  employer,  parmi  les  inégalités  du  premier 
degré  qui  affectent  les  excentricités  et  les  longitudes  des  périjoves, 
celles  qui  présentent  soit  un  faible  diviseur,  soit  le  coefficient!, 
soit  fexcentrlcité  de  l'orbite  de  Jupiter;  il  faut  maintenant  consi- 
dérer toutes  les  inégalités  du  premier  degré,  et,  pour  les  déter- 
miner, on  partira  des  formules  suivantes  de  perturbations  : 

de^_ \_l_àQ^ \_     do, 

dt  na-  e  rf-sr       2na-     de 

d'à 1    1  du 

dt       na-  e  de 

En  procédant  ensuite  comme  on  l'a  fait  à  propos  des  formules 
(XIV),  on  obtiendra  les  formules  générales  que  nous  allons  rap- 
porter. 

Posons 

E(')  =  (4r^-5«)«A«-f  (4i-2)rtAl'^+2aA|,'', 

GW=  {21'+  {)  «AW  +  (2/4- 1 )  «Af^  +«A?, 

H(')=  (2f^+  i)  « A«  -  aAi')  -  rtA''), 

KW=  (/m-2  +  9i  +  4)  a'A«  4-  (4«  +  6)  a'AP+  2aAlp:, 

l'action  du   satellite  m    introduit   dans  la  longitude   et  le  rayon 
vecteur  du  satellite  m  les  perturbations  suivantes  : 

SaV.  ÉTP.ANG.  t.  XXX.  —  N"  L  8 
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[XIV] 


Sv  =  !^  ri ,., — ; — "  ,^    ^    E"'-  i  -^  F"'i1  M  sin  [iT-  (,'  -,)/-,,/  -  SI 

+  -  \-  —^ rT-T-n— r-G^'V  ,.^,,     ", -H^'HM'sin  Ui-^  1  )  /'-  il-cjt-  Bl 

l^  l    [i-y:n~{ii-i)n-\-a-\-g  (<+i)  (fi-n  )-a  +  _ry       J  l\   '     J  J     rp 

t=.L^JL\L        ^  E^V-^-^,F'nMcosh-r-(^--i)/-r//-^1 

a       2  |M  L2  («-2)/i  — ni +«+9  «  u— n        J  t  ^  '        J       rj 

1      +-- f- r-^ — ,."  ,  -^  ^  G"'-,._^,,    \, -H"'0Mcos[(«+])r-?7-7^-|31. 

\  2  /iz  L     (?  — i)n-(i  +  i)/i+a  +  (/  (i+i)  (/i-n)— a+_(5f       J  L\   '     /  J     ri 

Inversement ,  les  perlurl)ations  introduites  par  l'action  du  satel- 
lite  m  dans  les  coordonnées  du  satellite  m'  sont 


[XV] 


,a  „, 
n  —  u 
a 


n'  i  —  H''  — 2m 
a 


-'■)■ 


{i—i)n  —  [i-\-i)u'-\-a'+g       [i—i]  [a—  n')  —  oi'+  g_ 


»i  Pi 
i'  L2  i>i- 


(i  +  2)n'+a'+^ 


Usm[ir-{i-i]l-(jt-^]  . 


(^/'        1  m 
a'        2  fx' 


/i  —  G 


Il  1  —  H''—  2  m'A 
.a 


L    :,-,)„-(,-+,)«'+a+s      (,-„(«-,r)-a+j-J  Mcos[!7'-(,--i )/-(,( -|S] 
imn  n'K'''  ^■_!L^(!^F"''-m'A"''^lM'cos[(!+i)/'-.7-y<-(31. 

2  |!/  L2  ?n  — («  +  2)/i  +  a+((/  '   z  n  — n  \a  /J  l\    '     J  J        rJ 

11  faudra  ne  pasou])lier  que  les  termes  complémentaires  relatifs 
aux  cas  de  ï  =  1  et  i=  —  \,  s'obtiennent  d'une  manière  différente 
pour  les  formules  [XIV]  et  pour  les  formules  [XV]. 

La  partie  de  la  fonction  perturbatrice  qui  dépend  de  l'aplatis- 
sement de  Jupiter  ne  donne  aucun  terme  nouveau;  celle  qui  est 
due  à  l'action  du  Soleil  donne  les  suivantes  : 


[XVI] 


^i;  =  i 


3iW- 


M 


,...sin(/-r//-|3)-^    /^"    ,  M  sin  (2  J^-/ -7/- 6) 


+  3 


or, 


51, 


Jô 


.2  [n  —  JL]       4n  —  2  Jt.  —  a  —  (j. 


Msin(-2.^3/-ry/-(3), 


a        fi  11(211- a— g)  \       J        rj    '   8n(u— De,)  ^     V  J        r/ 

Mcos(-2J(-\-3t-(jt-^). 


2  n   L  2  (n  — 


di,]      4'i-2  5b  — a-9. 
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L'application  de  ces  diverses  foniiulcs  ne  donne  que  des  termes 
peu  sensibles,  excepté  poui-  le  troisième  et  le  quatrième  satellite. 
Comme  précédemment,  rapportons  d'abord,  poiu'  cliaque  satel- 
lite, les  termes  dépendants  de  sa  longitude  moyenne  et  prove- 
nant soit  des  formules  (XIV),  soit  des  formules  complémentaires  : 

Tableau  XXXI. 


LONGITUDE. 

RAYON   VECTEUR. 

SATELLITE. 

AUGUMENT. 

— 

— 

COEFFICIENT   DU   SINUS. 

COEFFICIENT    DU    COSINUS. 

l-gt-^ 

—  o",oo9 

—  o,ooooooi3 

1  "  satellite 

l-<Jr^-^. 

0  ,oo3 

0,00000004 

l-9J-^. 

—  0  ,008 

—  0,0000001 2 

1-9.^-^. 

—  0  ,oo5 

—  0,00000007 

l'-9.t-^ 

—  0   ,OiO 

—  0, 00000039 

2"  satellite 

l'-9.i-k 

—  0  ,o32 

—  0,00000073 

l'-9,i-^. 

—  0  ,017 

—  0,000000/10 

3^  satellite 

l"-9é-k 

—  0  ,l32 

—  0,00000^90 

^"-9.^-^ 

—  0  ,064 

—  0,000002/io 

h^  satellite 

r'-9é-k 

0  ,oG8 

0, 00000446 

l"'-9st-^ 

-0  ,677 

—  o,oooo-'i442 

Pour  les  autres  arguments,  il  n'y  a  rien  à  conserver  relative- 
ment au  premier  satellite;  relativement  aux:  trois  autres,  on  obtient 
les  inégalités  suivantes,  lesquelles  sont  aussi  presque  toutes  extrê- 
mement petites  et  ne  feront  que  modifier  des  cocfTicients  précé- 
demment obtenus  : 


8. 
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Tableau  XXXII. 


LONGITUDE. 

RAYON   VECTEUR. 

SATELLITE. 

ARGUMENT. 

— 



COEFFICIE>T    DU    SlXliS. 

COEFFICIENT    DU    CnSIM'^i. 

! 

d'^l-g^t-^^ 

o",oo5 

// 

^l'-i-9J-^, 

—  0  ,010 

—   0,00000102 

3r_/_^^t-;3, 

—  0  ,007 

—  o,oooooo53 

2'  satellite < 

3r-2/-^,t-^, 

0  ,012 

—  0,00000029 

3/'_2Z-53t-^, 

0  ,006 

—  o,ooooooi5 

Zi"-,l'-g^t-^, 

0  ,218 

o,ooooo/i63 

\ 

3("- 2/'- ^3^-/33 

0  ,1 13 

0,000002/12 

,l'_l^g^t-^^ 

—  0  ,oo5 

—  0,0000001  8 

2/'-  l-gj-  ^, 

—  0  ,ooG 

o,oooooo34 

^i'-l-9.t-^ 

—  0  ,00. 'l 

0,00000167 

l'-s-^-^. 

—  0  ,020 

0,0000007'! 

y  satellite / 

1-9,^-^ 

—  0  ,011 

0,00000089 

^^r"-l"-9J-^ 

—  0  ,o3o 

—  0,00000070 

2f"-'"-5/-^3 

0  ,089 

0,00000^89 

3r-d"-g,t-^, 

0  ,85 1 

0,00002945 

f,l"'_M"-g^t-^^ 

-0  ,78/, 

—  o,oooo3io9 

1 

,r-l"-g^t-.!3^_ 

0  ,235 

0,00001373 

' 

2r'-/"-^3(-|33 

-0  ,819 

—  0,000181  29 

4°  satellite ^ 

3l"'-,l'-g^t-^^ 

2  ,007 

0,00013526 

^■C-f"-53'-^3 

—  0  ,o5o 

0,00000329 

-24L+3r'-^,/-^3 

0  ,017 

—  0,00000828 

§  V. 

INÉGALITÉS  DES  R.AYONS  VECTEURS  ET  DES  LONGITUDES ,  DU  SECOND  ORDRE 
PAR  RAPPORT  AUX  MASSES. 

13.  Le  carré  de  la  force  perturbatrice  introduit  dans  la  longi- 
tude et  le.s  rayons  vecteurs  des  satellites  un  grand  nombre  d'in- 
égalités nouvelles  dont  quelques-unes  sont  très  notables. 
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a.   Inégalités  provenant  des  puissances  et  des  produits  des  perturbations 
du  premier  ordre. 

Ce  premier  groupe  (l'iiiégalités  du  second  ordre  est  donné  par 
les  formules  (XVIl)  (i""  partie,  p.  8/i).  On  trouve,  en  omettantles 
parties  constantes  des  rayons  vecteurs,  auxquelles  on  a  eu  égard 
dans  la  formule  [I]  (p.   i  7),  les  résultats  suivants: 


Tableau  XXXIII. 


LONGITUDE. 

HAYON   VECTEUH. 

SATELLITE. 

ARGUMENT. 

— 

— 

COEFFICIENT  DtJ   SINDS. 

COEFFICIENT   DD  COSINUS. 

1"  satellite 

./'-  ./ 

-  i",39o 

// 

M-  M 

—  à  ,107 

—   0,0000/1819 

2"  satellite 

l-i' 
■2I-2I' 

—  i  ,3o3 
23  ,112 

n 
—  o,ooo/i3i38 

3"  satellite 

l'-r 

—  0  ,o3/i 

// 

2/'-  -il" 

0  ,102 

—  o,ooooo3o3 

Il  y  aurait  quelques  termes  à  ajouter  aux  précédents,  si  l'on  ne 
convenait  pas  de  comprendre  dans  les  longitudes  moyennes  des 
satellites  leurs  grandes  inégalités. 

Le  degré  actuel  d'approximation  exige  que  l'on  ait  égard,  dans 
la  valeur  de  Ar,  à  la  partie 

—  Sa  [Se  cos  [l  —  7S) -{- e  S'ui  sin  (  l  —  ts)]  ; 


mais  les  termes  qui  en  résultent  sont  presque  tous  insignifiants  :  d 
n'y  a  à  conserver  que  les  .suivants,  qui  viennent  modifier  légère- 
ment des  termes  de  mêmes  arguments  déjà  rencontrés  : 
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Tableau  XXXIV. 


r.  AYON    VECTEUH. 

SATELLITE. 

ARGUMENT. 

COEFFICIENT    DU    COSIMS. 

2I-2I' 

0,00000240 

r- 1 

—  o,ooooo3io 

2"  satellite ' 

31"-  3/' 

/.r-4/' 

—  0,00000175 

—  o.oooooSgi 

5/"-  5/' 

—  0,00000208 

6/'- 6/' 

—  0,000001 15 

3'  satellite 

2l'-2l" 

r-ï" 

o,oooooi33 
—  0,000001 5 /i 

li^  satellite 

b.    Inégalités  des  longitudes  moyennes,  résultant  des  variations 
des  éléments  elliptiques  de  Jupiter. 

En  ne  considérant  d'abord  que  l'inégalité  elle-même,  et  ré- 
servant la  modification  qu'elle  doit  subir,  pour  chacun  des  trois 
premiers  satellites,  à  titre  d'inégalité  à  longue  période,  on  a,  par 
la  formule  (XIX)  (1'*^  partie,  p.  90),  pour  le  premier  satellite. 


As^ 


3âV 


en  posant 


[F  sin  (Ô/'-2/"+/)  +  G£  sin  (5/"- 2  T-f-^)], 


_^=Fcos(5r-2r+/),    (^£=Gcos  (5r-2r+.9). 

On  trouve,  au  tome  XII  des  Annales  de  l'Obscrvaloire  de  Pans 
p.  5,  1  4  et  2.')),  les  valeurs  suivantes: 

§j[,==    o",7  sin  (5/'-2r)-53",8  cos  (5/'- 2/"), 
Sô=^ll\6']  sin  (5r-2r)  +  26",33  cos  (5/'-  2/"), 
log,ifl3  =  o,7  1  6287 1,     ^  =  0,048261 86. 
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Par  suite,  la  formule  précédente  devient 

^-=-«-(5i?W)X'^"'-'7-(5r-2r-,G»38'). 

En  l'appliquant  successivement  à  chacun  des  quatre  satellites,  et 
calculant  pour  les  trois  premiers  la  correction  de  libration,  on 
obtient  les  coefficients  respectifs 

—  o",  lyi),     —  3",oo3,     — /i",/ii6,     —  io",42Ô. 

Damoiseau  trouve  pour  ces  coefficients  des  valeurs  plus  consi- 
dérables, savoir: 

—  o",2  35,      -4",oi7,     —  5'[,9o8,     —  i3",95o, 

parce  qu'il  fait  usage  de  la  valeur  fautive  du  rayon  vecteur  de 
Jupiter  obtenue  au  tome  III  (p.  i32)  de  la  Mécanique  céleste. 

En  raison  de  l'approximation  que  nous  visons  maintenant,  il  y 
a  lieu  d'avoir  égard  aussi  à  certaines  inégalités,  dues  encore  aux 
variations  des  éléments  elliptiques  de  Jupiter,  que  nous  avions  pu 
négliger  précédemment.  On  trouve,  parmi  les  variations  du  grand 
axe  et  de  l'excentricité  de  Jupiter,  les  termes  suivants  [Annales  de 
l'Observatoire,  t.  XII,  p.  i5  et  23)  : 

Scjio  =  sin  r[6 1  ",2  sin  (/'—  1'")+  i  o",8  cos  (r—  /'  )] 
+  COS  r[8",3  sin  (f-  /"■)  -  69",o  cos  (f-  Z'^)], 

SC==sin  r[-i38",93  sin  (r-r)  +  26",oo  cos  (/•-/'")] 
+  cosr[29",52  sin  (/•-/"•)+  i2/| ",69  cos  (/-/")], 

d'où  l'on  tire,  en  ne  prenant  que  l'argument  /"-  2  /', 

^cll  =  -6Ô",icos  (r-2r)-9",55  sin  (r-2r), 
'i<î:  ==  1  3 1  ",8  1  cos (/"  -  2/')  ^  2 7",76  sin  [C-  it). 
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Introduisant  ces  valeurs  dans  la  formule  {ll^)-,  savoir 

Sa., 


dAe 
di 


di  n     V      al,  /' 

on  obtient  le  nouveau  terme 


Ae  = 


33b^ 


^Xi8",88osin(r-2r-i"3o'2o"). 


Appliquant  successivement  à  chacun  des  quatre  satellites,  et  modi- 
fiant les  coefficients  relatifs  aux  trois  premiers  par  les  termes  du 
second  ordre ,  on  obtient  les  coefficients  respectifs 

—  o",oi8,     —  o",336,     —  o",475,     — i",  122, 

dont  les  deux  premiers  sont  trop  petits  pour  être  conservés. 

En  résumé,  les  variations  des  éléments  elliptiques  de  Jupiter 
amènent  dans  les  longitudes  des  satellites  les  termes  suivants  : 


Tableau  XXXV. 


ARGUMENT. 

LONGITL'DE  MOYENNE.  —  COEFFICIENT  DU  SINUS, 

1"  SiTELLITE. 

2°  Satellite. 

3'    S.IÏELLITE. 

i-    SATELLITE. 

5/'-  2/"-  lG°38' 

r>  _  2/' -  r3o' 

—  o",i76 

—  0    ,018 

—  3",oo3 
-0  ,336 

-.r,4i6 

—  0  ,lx-]^ 

—  io",42  5 
—  1  ,122 

c.   Inégalités  des  longitudes  moyennes  et  des  grands  axes, 
dépendantes  des  excentricités. 

14.  Les  inégalités  les  plus  sensibles  parmi  celles  que  le  carré  de 
la  force  perturbatrice  introduit  dans  les  longitudes  moyennes  sont 
celles  qui  ont  été  désignées  par  les  numéros  (2  5),  (26),  (28),  (3o), 
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(02)  (r'^  partie,  p.  70-73);  elles  dépendent,  il  est  vrai,  des  excen- 
tricités des  trois  premiers  satellites,  mais  elles  présentent  trois 
faibles  diviseurs.  La  forme  qui  leur  a  été  donnée  alors  est  plus  parti- 
culièrement appropriée  au  calcul  des  termes  complémentaires  des 
équations  dont  dépendent  les  variations  séculaires  des  excentrici- 
tés et  des  périjoves  ;  pour  le  calcul  des  inégalités  périodiques 
des  longitudes  moyennes,  il  sera  plus  exact  d'y  introduire,  avant 
d'elfectuer  les  intégrations,  au  lieu  des  éléments  h,  k,  h',  ...  les 
expressions  (  1  3 )  (r*^  partie,  p.  39),  qui  en  représentent  à  la  fois 
la  partie  constante  et  la  partie  séculaire.  En  outre,  poiu-  celles  de 
ces  inégalités  qui  ont  été  obtenues  par  l'emploi  des  formules  (20) 
(p.  61),  il  sera  préférable  d'en  reprendre  le  calcul  en  se  servant 
des  termes  correspondants  que  contiennent  les  formules  (  1 6) 
(p.  /i3),  mis  sous  la  forme  suivante  : 


Si  fon  pose 


an  —  4n  +  a  +  .9 

211  —  l^n' -\- a' -{- g 

^„       (|7T)X'-[2^X"  _ 
in  —  l\n -{- et' -{- g^ 

les  mêmes  expressions  relatives  à  la  racine  gi  étant  désignées  par 
Xi^x[^x[^  et  ainsi  de  suite,  la  pailie  en  question  des  formules  (16) 
pourra  s'écrire 

i  ^/<  =  .rMsin(4/-2/-^<-^),   ^A-  =  j:Mcos(/i/'-2/-^^-|3), 

[9]    hh:==x'Usm[[iï-il-gt-^),   Sk'^ 

hli"^x"Msm{lil'-2l-gt^^).  Sk"== 

Les  coefficients  x,  x',  x",  x^,  ...  sont  de  simples  i  apports  in- 
dépendants des  unités  adoptées;  leurs  valeurs  sont  données  par 
le  tableau  suivant  : 

Sav.  Étrang.  t.  XX\.  —  N°  1.  q 
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Tablkau  XXXVI. 


COEFFICIENTS. 

LOGARITHMES. 

COEFFICIENT.S. 

LOGAIUTHMES. 

COEFFICIENTS. 

LOGAUITHMES. 

.1- 

a:.. 

-3.7351 

—   l,224o 

2,9132 

2,8906 

x' 

3,6606 

7,5837 
1,9204 

7,8876 

x" 
■^■"3 

0,9937 

-  2,86i3 

—  1,4442 
-7,4 123 

Gela  posé,  si  l'on  introduit  les  inégalités  [9]  dans  les  termes  du 
premier  degré  d'argument  9.Ï  —l  que  contient  -j^,  il  vient ^') 


df-  ~~ 


3n 


S.X 


i  \J(i 

n\J7i 


(A;4-(^A:)j:'|Msin(2/'-/-^^-|3). 


Quant  aux  termes  du  second  degré  d'argument  kl'  —■  2/,  rem- 
plaçons-y l'expression  li^—h^  par  2[k§k  —  hSh) ,  puis,  dans  celle-ci, 
mettons  pour  h  et  k  les  valeurs  (1  3),  pour  Sh  et  Sk  les  valeurs  (2 4) 
(p.  66),  savoir  : 

(^/i  =  Bsin(2/-/),   ^A'=-B'sin  (2 /'-/),   ^//'=-B"sin (2 /"-/'), 

[§k  =  Bcos[2l'—l),  (^/i:'=  —  B'cos( 2 /'  —  /),   ^/î"=  —  B"cos( 2 /"—/'), 

et  faisons  de  même  pour  les  autres  expressions;  il  viendra 


0,1 


B-(gl)(BV-BV'-^'[L^BT]M.sin(2/'-/-^/-f3). 

L'intégration  donne,  pour  le  premier  satellite,  au  lieu  des  for- 
mules (2.5)  et  (26),  les  foriuules  correspondantes 

3n 


l      ^      in  —  2n'  -\-  (jY 

[XVII]  L  04 

1      ~       [n  —  2n 


gri 


'v/g' 
o^B  +  Cg^B'- 


^((ÎTo)B  +  ^B')yl 

msja  -I 

f  xMsin(2/-/-i//-^). 

m  11         •      1  1  1      u  m  an        ,.        ,    m\/a'         .     ,      ,.„, 

'  '  Il  serait  plus  exact  de  prendre -, — ;  au  lieu  de  — '^ ,  mais  la  dillerence 

'  '  fJ-ma  n  ,„^a 

entre  les  logarithmes  de  ces  nombres   n'atteint  pas  une   unité   du  quatrième  ordre 

<iécimal. 
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Par  une  transformation  semblable,  les  inégalités  qne  produit 
l'action  du  premier  satellite  dans  la  longitude  mo\  enne  du  second 
deviennent 

(V=-,,r^S^(f^A.-A:.')Msi„(3/'-?-3(-^), 

[  xMsin(2r-/-^^-|3). 

Pour  obtenir,  relativement  au  second  satellite,  celles  qui  sont 
dues  à  l'action  du  troisième,  il  faudi^a  dans  les  formules  [XVII] 
remplacer,  explicitement  et  implicitement,  les  éléments  du  premier 
et  du  deuxième  satellite  par  ceux  du  deuxième  et  du  troisième, 
en  ayant  soin,  pour  la  seconde  formule,  de  remplacer  M  et  A' M 
respectivement  par  X'M  et  X"M.  Les  nouvelles  formules  contien- 
dront l'angle  2/'—  /'—  gt—  jS,  mais  on  pourra  y  mettre  aussi  l'angle 
2l'—l~gt—^,  en  cbangeant  les  signes  des  coefficients.  Il  vient, 
en  mettant  aux  dénominateurs  la  quantité  n  — 27/  au  lieu  de  son 
égale  n  —  2 n", 

iV=-,„  l^..SKx'-^{^'+s\")x']msin{-2i'-i-oi-§], 

f  X  Msin(2/'-/-^/-|3). 


Les  formules  relatives  au  troisième  satellite  se  déduiront  des 
formules  [XVIU]  par  les  mêmes  cliangements,  ce  qui  donne 


H-  2n'+_(7)- 


i\/a" 


'"^'  ^rT^  B'+  (ÏT2) B"]X-  ((27î)B'+  ï^â]B")X' 

X  Msiu(2/'-/-(//-f3) 
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On  peut  observer,  par  la  comparaison  des  formules  [XVII]  et 
[XVIII]  provenant  des  actions  mutuelles  des  satellites  m  et  m  et  re- 
latives aux  mêmes  arguments,  que,  si  l'on  admet  l'égalité  appro- 
chée 7î  =  2//,  d'où  résulte  SA[=o,  on  aura  la  relation 

m  ya  Ap  +  m' \/a' Ap'=  G , 

conformément  au  célèbre  théorème  de  Laplace  sur  les  inégalités  à 
longues  périodes.  La  même  remai^que  aurait  pu  se  faire  pour  les 
inégalités  correspondantes  du  premier  ordi^e  représentées  par  les 
formules  (XVI). 

Réduites  en  nombres ,  les  formules  qui  précèdent  donnent  pour 
les  trois  premiers  satellites  les  inégalités  suivantes  du  second 
ordre  : 

Tableau  XXXVII. 


ARGUMENT. 

LONGITUDE  MOYENNE.  —  COEFFICfENT  DU  SINUS. 

l"    SATELLITE. 

3'    SATELLITE. 

3'    SATELLITE. 

2l'-l-gt-^ 

i",o8/i 

• 

—  o",592 

o",oi4 

2^-'-^,«-^, 

—  lo  ,785 

3  ,287 

0  ,61 1 

^l'-l-9,^~^ 

-24  ,1i8 

63  ,607 

—  10  ,275 

2''-'-^3«-/33 

—  i3  ,1 1  2 

33  ,768 

-5  ,43o 

15.  Il  existe  dans  les  inégalités  du  grand  axe  et  de  la  longitude 
de  l'époque,  pour  chacun  des  trois  premieis  satelhtes,  des  termes 
semblables  à  ceux  qu'on  vient  de  considérer  dans  le  moyen  mou- 
vement, et  que  Ton  obtient  de  la  même  manière;  luais  comme  ils 
ne  contiennent  que  deux  petits  diviseurs  et  qu'ils  sont  du  premier 
degré,  ils  sont  presque  tous  très  petits.  Pour  abréger,  je  n'en  rap- 
porterai pas  les  formules,  et  je  me  bornerai  à  en  donner  les 
valeurs  dans  les  deux  tableaux  qui  suivent  : 
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Tableau  XXXVIH. 


ARGUMENT. 

LONGITUDE  MOYENNE.  —  COEFFICIENT  DU  SINUS. 

l"    SVTELLITE. 

a'    SATELLITE. 

3'    SATELLITE. 

2/'-/-^t-(3 

o",oo7 

—  O  ,060 

0  ,118 

—  0   ,023 

—  o",oo7 

—   0  ,09/4 

0  ,5(3  2 

0  ,385 

// 

o",0  2  2 
-0,23l 
—  0  ,072 

Tableau  XXXIX. 


ARGUMENT. 

RAYON  VECTEUR.  —   COEFFICIENT  DU  COSINUS. 

1"    SATELLITE. 

2*    SATELLITE. 

3°    SATELLITE. 

.1-1- g.J-^, 

—  0,00000081 

—  0,00000175 

—  0,0000009  '1 

—  0,00000259 
0,00001/(89 
0,0000078/i 

0,000000^7 
0,00000757 
0,00000397 

11  y  a  encore,  dans  les  inégalités  des  longitudes  de  l'époque, 
d'autres  termes  qui  sont  aussi  du  second  ordre  et  du  premier 
degré  avec  deux  petits  diviseurs.  On  les  obtient  en  considérant 

dans  les  expressions  de  -r- ,  -j— ,  .  .  .  les  termes  non  périodiques  qui 

sont  du  second  degré  par  rapport  aux  excentricités,  et  en  y  faisant 
varier  les  éléments  c,  'cs,  c,  ...  à  raison  de  leurs  inégalités  d'ar- 
gument 2/'—  /  ou  2/'—  r,  par  exemple  en  y  prenant,  au  lieu  de  e\ 
l'expression 

2e^e=2Becos(2/'—  /  — Tff)  =  2  BM  cos  [2l'-l  —  gt-^). 


11  vient  ainsi,  pour  le  premier  satellite,  la  formule 
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Ae 


= 7-—  sln  [il'—  l  —  qt  ~  8) 


X 


+  .9 


1  m  an  p(i)       i  m  anj^{i]      i  m"ang(i)\  g». 


r     T         i  m   un  r>ll)  i   '"    i"i  T~> 


2  !!L^*g(''R'jvf_iîîL^B'^^B" 


A    (^ 


4     f^ 


On  en  peut  déduire,  par  des  permutations  convenables,  les  for- 
mules relatives  à  chacun  des  trois  autres  satellites.  Par  exemple, 
pour  obtenir  dans  As'  les  termes  dus  à  l'action  du  premier  satellite , 
il  faut,  dans  les  termes  de  As  qui  proviennent  de  l'action  du  se- 
cond, permuter  les  éléments  de  m  et  m\  ce  qui  ne  change  pas  les 
quantités  B''',  mais  change  Bf^  en  —  (B^'^  H-Bf^)  ;  il  faut  de  plus  per- 
muter B  et  —  B',  et  conserver  l'argument  2/'—  l  —  gt  —  ^. 

Les  termes  qu'on  obtient  ainsi  sont  tous  négligealjles  en  ce  qui 
concerne  le  quatrième  satellite;  pour  les  trois  j)i'cmiers  satellites, 
on  obtient  les  valeurs  suivantes,  encore  moins  sensibles  que  celles 
du  tableau  XXXVIII  : 


Tableau  XL. 


ARGUMENT. 

LONGITUDE  MOYEiNNE.  —  COEFFICIENT  DU  SINUS. 

1"    SATELLITE. 

a'    SATELLITE. 

3°    SATELLITE. 

2i—l  —  gt  —  /3 

—  o",o  1  8 

—  0    ,002 

—  0  ,o3o 

—  0  ,018 

// 

o",o/i7 
0  ,186 
0,110 

Il 

o",oo3 

—  0  ,028 

—  0  ,010 
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Puisque  la  présence  de  deux  petits  diviseurs  peut  sutïire  à 
rendre  un  peu  sensibles  certaines  inégalités  du  second  ordre  par 
rapport  aux  niasses  et  du  premier  degré  par  rapport  aux  excen- 
tricités, il  y  a  lieu  d'examiner  les  inégalités  de  cette  espèce  qui 
alTectent  le  moven  mouvement  de  chacun  des  trois  premiers  sa- 
tellites, d'autant  plus  quelles  sont  en  nombre  illimllé  et  dépen- 
dent toutes  du  même  angle  2  /'—  /—  ^/  — 13.  La  plupart  des  termes, 
soit  du  degré  zéro,  soit  du  premier,  soit  du  second  degré,  que 

contiennent  les  expressions  de  ^,  ~,  ^^-f-,  peuvent  en  effet,  par 

l'emploi  d'inégalités  choisies  des  éléments  a,  (>,  ts',  rt',  .  .  . ,  être 
amenés  à  présenter  l'un  des  deux  arguments  2/  —  /,  2/'—/,  et 
l'intégration  y  introduira  alors  le  carré  d'un  petit  diviseur.  Parmi 
les  inégalités  ainsi  obtenues,  on  retrouvera,  comme  cas  particu- 
lier, et  on  aura  soin  d'exclure  les  inégalités  à  trois  petits  diviseurs 
considérées  plus  haut  sous  les  numéros  [XVIÏ],  [XVlll],  [XIX] 
et  [XX]. 

Le  calcul  dont  il  s'agit  est  fort  complexe  :  il  exige,  pour  chacun 
des  trois  satellites,  la  considération  de  plus  de  soixante  formules 
nouvelles,  dont  chacune  fournit  un  nombre  plus  ou  moins  grand 
de  coefficients  à  conserver.  11  ne  suffnait  pas  ici  de  se  borner  aux 
coefficients  qui  dépassent  o  ",o  1  ;  ceux  qui  sont  compris  entre  o",o  1 
et  o",ooi  se  comptant  par  centaines,  leur  suppression  complète 
altérerait  sensiblement,  comme  je  l'ai  constaté,  plusieurs  des  co- 
efficients définitifs  (relativement  au  second  satellite,  deux  coelli- 
cients  seraient  diminués  de  plus  de  1").  Aussi,  pour  les  coefficients 
provenant  d'une  même  formule  générale,  j'ai  eu  égard  à  tous  ceux 
qui  dépassaient  o",oo),  quand  ces  termes  avaient  tous  le  même 
signe. 

Ces  diverses  inégalités  s'entre-détruisent,  d'ailleurs,  en  grande 
partie,  comme  le  montre  le  tableau  suivant,  qui  les  résume  : 
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Tableau  XLI. 


ARGUMENT. 

LONGITUDE  MOYENNE.  —  COEFFICIENT  DU  SINUS. 

i"    SATELLITE. 

a'    SATELLITE. 

3'    SATELLITE. 

al-l-gt-^ 

—  o",o53 

—  o",oo'i 

// 

■2l-l-9^t-l^, 

o  ,oGi 

o  ,086 

o",o32 

2^-'-^,«-ft 

o  ,4o2 

2    ,690 

o",335 

,/_/_^^f_^^ 

o  ,i65 

1    ,619 

o",o37 

Relativement  au  quatrième  satellite,  il  existe  aussi,  mais  en 
nombre  très  limité,  dans  les  inégalités  de  son  moyen  mouvement, 
des  termes  tout  pareds  aux  précédents,  qu'on  obtiendra  de  la 
même  manière,  et  qui  dépendent  aussi  de  l'angle  2I'  —  l  —  gt—  ^; 
mais  pour  qu'il  y  eût  lieu  de  les  considérer,  il  faudrait  qu'ils 
eussent  par  eux-mêmes  des  valeurs  sensibles,  la  longitude  de  ce 
satellite  ne  contenant  pas  d'autres  termes  de  même  argument  :  or 
la  somme  algébrique  de  leurs  coefficients  ne  dépasse  pas  les  cen- 
tièmes de  seconde. 

A  cause  de  la  petitesse  des  résultats  qui  précèdent,  on  peut  être 
assuré  qu'il  ne  se  trouvera  rien  de  sensible,  pour  aucun  des  sa- 
tellites, parmi  les  inégalités  analogues  du  grand  axe  et  de  la  lon- 
gitude de  l'époque,  puisqu'elles  ne  contiendraient  qu'un  seul  petit 
diviseur. 

On  peut  obtenir  d'une  autre  manière,  soit  pour  le  grand  axe, 
soit  pour  les  deux  parties  de  la  longitude  moyenne,  des  inégalités 
du  second  ordre  et  du  premier  degré  présentant  aussi  un  seul  petit 
diviseur;  ce  diviseur  peut ,  en  effet,  être  introduit  par  l'inégalité 
employée.  Par  exemple,  si  l'on  prend  pour  ternies  de  départ  ceux 
qui  sont  du  second  degré  en  e,  <?',  c",  e\  on  y  fera  varier  les  élé- 
ments c,  'US,  c\  . . . ,  à  raison  de  leurs  inégalités  d'argument  'il  —  t 
ou  2/"—  /'.  Les  arguments  varient  alors  d'un  terme  à  l'autre,  mais 
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les  coefficients  sont  tous  négligeables,  même  ceux  qui  présentent 
comme  factems  la  masse  du  troisième  satellite  et  l'excentricité  du 
quatrième, 

d.   Inégalités  des  longitudes  moyennes  et  des  grands  axes, 
indépendantes  des  excentricités. 

16.  Considérons  maintenant,  (/rtA?5  le  grand  axe  et  la  longitude 
moyenne  de  chaque  satellite,  celles  des  inégaJilés  du  second  ordre 
qui  sont  indépendantes  des  excentricités. 

Les  plus  miportantes  de  ce  groupe,  relativement  au  premier 
satellite,  ont  été  exprimées  (i*^*^ partie,  p.  86)  par  les  formules  (Sg), 
auxquelles  nous  devons  avoir  égard  ici.  Pour  en  obtenir  d'autres 
contenant   aussi   un  petit    diviseur,    on  prendra    les    termes    du 

premier  degré  qui  entrent  dans  les  expressions  de  -^,  ^,  -r,  et 

on  y  fera  varier  les  excentricités  et  les  longitudes  des  périjoves  à 
raison  de  leurs  inégalités  (24)  (voir  plus  haut,  page  66).  L'action 
de  m'  sm'  m  conduit  aux  formules  générales  suivantes  : 


- 1 "i  (d^)^ [7^77=  [(-•  +  ■  )«A"-'+  «An B' sin (,-)(/'"') ^ 
[XXII] 

lit,  IL  1 

(X  n  "  a'  i  —  \ 

{2 !aA"'+ aA';')  B  cos  (1  -  2)  (/'- /) 


'^^  =  -ï?,T^r:^[-  =  '"A"''+(**'  +  3)«Al"+8«Af]Bsin(,-2)(r-/; 

Aa  m'      n      i—  1 


a  [X  n—  n   i  —  2 


\       -  7^'  ^  r^  [(^  • + ■  )  «A"V  «A';']  B'  cos  (.  -  >  )  (/-;). 

(Nous  négligeons  d'écrire  les  termes  complémentaires  que  la  se- 
conde partie  de  la  fonction  perturbatrice  ajoute  aux  précédents 
pour  î  =  =fc  I  :  on  connaît  la  manière  de  les  formei.) 

Les  actions  des  satellites  m"  et  m"  sur  m  donnent  des  formules 
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analogues  aux  précédentes;  mais,  pour  les  déduire  de  celles-ci,  il 
ne  suffit  pas  dV  remplacer  les  éléments  de  m  par  ceux  de  m  et 
de  m"  :  il  y  a  aussi  à  modiller  les  arguments  et  par  suite  les  déno- 
minateurs. 

Je  ne  rapporterai  pas  ces  nouvelles  formules,  non  plus  que 
celles  qui  proviennent  de  l'action  du  Soleil  :  les  termes  qu'elles 
donnent  seraient  tous  négligeables  s'ils  dépendaient  d'arguments 
nouveaux.  Quant  à  la  partie  de  la  fonction  perturbatiice  qui  est 
due  à  l'aplatissement  de  Jupiter,  il  n'en  résulte  pas  d'autres  termes 
que  ceux  des  formules  (3 9). 

Relativement  au  second  satellite,  les  inégalités  dues  à  l'action 
du  troisième  peuvent  se  déduire  des  formules  [XXII]  par  la  simple 
addition  d'un  accent  à  tous  les  éléments  de  satellites,  ainsi  qu'aux 
coefficients  A''\  Af\  AJ^  B  et  B'  qui  en  dépendent;  mais  celles  qui 
proviennent  de  l'action  du  premier  ne  peuvent  pas  complètement 
se  déduire  des  mêmes,  par  une  simple  permutation  d'éléments, 
attendu  que  les  formules  (2/1)  ne  sont  pas  symétriques  en  /  et  /'. 
11  vient,  pour  faction  de  m  sur  m  ,  les  expressions 


^'  -yV^T^.  [^'^^ A"-^  +  ( .  +  1  )  a'Ai'V  a'A^  B  sin  [1-1)  [l- 1) 
[^^"*]i      ■     +^^;^^[(io^+5)a'A^'  +  (8.+  i3)a'Af'+8«'Af)] 

X  B' sin  (i-i  )(/'-/); 


à 


(JL  n 


n  1  —  2 


(2m'A''  +  a'A;'>)  B  cos  {1-2)  (/'-  /) 


\  +^^^^[(2.+ i)a'A"-^  +  a'AnB'cos(.-i)  (/'-/). 

L'action  du  quatrième  satellite  et  celle  du  Soleil  ne  fournissent 
que  des  termes  insignifiants,  dont  quelques-uns  à  peine  sont  à  con- 
sidérer, parce  qu'ils  modifient  légèrement  des  termes  d'autre  pro- 
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venarice;  mais  la  correction  d'aplatissement  introduit  des  inégalités 
sensii)les.  Ces  dernières  ne  sont  pourtant  pas  ici  les  plus  considé- 
rables de  toutes,  l'importance  lelative  du  facteur  J  étant  un  peu 
diminuée  par  celle  du  diviseur  a'-;  elles  peuvent  s'écrire 

/  Ao'=  3-^^. B'sin  (/-/'), 

l      '  (n  —  Il   -  ^  ' 

[XXIVl  /A£'  =  ---^B'sin  (/-/'), 

-  J  1  1  n—n  ^  ' 

^'  =  - 2 -ii^B'cos  (/-/'). 
a  n—n  ^  ' 

Observons  que  ces  formules  peuvent  se  déduire  des  formules  (39) 
par  l'addition  d'un  accent  à  chaque  élément  de  satellite ,  ainsi  qu'au 
coefficient  B,  et  l'emploi  des  relations 

W-  n"=\(n  -  n'),  2I"-  2/'=  1  80°-  (/  -  /'). 

En  ce  qui  concerne  le  troisième  satellite,  les  formules  relatives 
à  l'action  du  second  et  à  l'influence  de  l'aplatissement  s'obtiendront 
de  même  au  moyen  des  formules  [XXIII]  et  [XXIV],  par  l'addi- 
tion d'un  accent  à  chaqne  élément  de  satellite ,  ainsi  qu'aux  coeffi- 
cients A''\  Af\  Ai'\  B  et  B'.  L'action  du  premier  satellite  ne  donne 
aucun  terme  à  conserver,  et  celle  du  quatrièiue  donne  les  formules 
suivantes  : 

I       "        2  fx   [n  —[i-\-  i]n  -\-in  ]^^  '  ^  ^  ' 

xB"sin  [//"'-( «•+!)/"-[-/']: 

A£"=.  _  1  ^'   ,    ,.    "''   „,  ■„,  f-  2  m"A'"''  +  (8^-  4-  3)  a"A';W-|-  8a"A:^')] 
^         ^   '■  xB"sinP"'-(i-+i )/"+/]; 


Aa" 


fx    n  —  (j+  i}n  -{-m    ^  '  ^  ' 

xB"cos[r~(/+i)r-f/']. 
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Les  inégalités  de  l'espèce  en  question  sont  l)eaucoup  moins 
nombreuses  dans  la  théorie  du  quatrième  satellite  que  dans  celle 
des  autres,  parce  que  les  éléments  c'\  'zs'"  ne  présentent  pas  de 
grandes  inégalités.  Par  ce  même  motif,  la  correction  d'aplatisse- 
ment et  l'action  du  Soleil  n'y  donnent  aucun  terme.  D'ailleurs, 
ce  qui  provient  des  actions  du  premier  et  du  second  satellite  est 
presque  entièrement  négligeable;  celle  du  troisième  conduit  au\ 
formules  suivantes  : 


/  Ap"'=  - ^ ^ ,  ,    r/\^M i{^ia"'A"^^^+  a'" A?) 

'  2  fx    [n  —  [i-]- i]n -{- m  Y    ^  '■    ' 

l  xB"siniïr-(i  +  i)r+r]; 

xB"sm[il"-{i+i)r -{-(']; 
^-'^   ,    ,./"  „^..  «•(2m"'A"^')  +  a'"A';''')B"cos  [.7'"-  [i^  i  )  /"+  /']. 


L'ensemble  de  toutes  les  inégalités  précédentes  est  résumé  dans 
le  tableau  suivant  : 


Tableau  XLII. 


LONGITUDE. 

li.WON    VECTEUR. 

SATELLITE. 

ARGUMENT. 

— 



COEFFICIENT    DO    SINUS. 

COEFFICIENT    DD    C0S1XU9. 

i-l 

-  i",88G 

-  0,0000 10^1 3 

1  "  satellite 

2I-2I 

3r-3/ 

-  2  ,683 

—  0  ,33o 

0, 0000253a 
—  0,00000399 

[            4/'- 4/ 

—  0  ,169 

—  0,00000^73 
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LONGITUDE. 

R.\YON  VECTEUR. 

SATELLITE. 

ARGUMENT. 

— 

— 

COKKFICIENT    DU    SIXLS. 

COEFFICIENT    DU    COSIMS. 

l                  l-l 

-  2",848 

—  o,oooo383i 

2I-1I' 

—  0  ,3o5 

0,00000791 

Zl  -  3/' 

—  0  ,i47 

0,00000668 

'U-M 

r-i 

—  0  ,081 

0,00000254 

2°  satellite 

-  .1  ,663 

—  0,00004091 

lt'-  il 

-  1  ,7  84 

—  0,00000794 

3/"-  3/' 

-0  ,83o 

—  o,ooooi44o 

kl"-lxl' 

—  0  ,\\\ 

—  o,ooooo46o 

i"'             lit 
21   —  21 

—  0  ,382 

—  o,ooooo3i  2 

l'-l" 

—  1  ,o53 

0,00000900 

21-21" 

—  0  ,353 

0,00001299 

3°  satellite \ 

3r-3/" 

—  0  ,o53 

0,00001646 

.M -M" 

—  0  ,o43 

0,00000259 

îf-  3/"+  /' 

0,647 

—  o,ooooo33i 

k'  satellite 

2/'"-  3/"+  l 

3r-  /,/"+ 1 

-0  .948 
—  0  ,o65 

—  0,00001825 

—  o,ooooo353 

e.  Inégalités  des  longitudes  et  des  rayons  vecteurs,  produites  par  les  perturbations 
des  excentricités  et  des  longitudes  des  périjoves ,  et  indépendantes  des  excen- 
tricités. 

17.  Les  termes  de  AA,  A/r,  A/«',  A//,  Ah",  AA"  qui  sont  de  degré 
zéro  et  présentent  deux  petits  diviseurs  fournissent,  pour  les  trois 
premiers  satellites,  des  inégalités  considérables,  exprimées  par  les 
formules  (XX),  (XXI),  (XXII)  (i*"*"  partie,  p.  (j4  el  97),  et  dont 
l'argimient  est  celui  des  grandes  inégalités. 

Il  existe  aussi  pour  le  quatrième  satellite  des  termes  analogues, 
d'où  résultent  les  mégalités 


à" 


.IMlzJ34i+JMi;'sin(;'-2/'  +  /), 


n  —  2 n  -{-a. 
[3,o]B-[3.i]B'+[3,2]B" 
n  —  2/i'-f  a" 


cos(r-2/'+/); 
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mais  celles-ci  sont  négligeables,  même  quand  on  les  joint  k  plu- 
sieurs autres,  de  provenances  différentes,  qui  présentent  le  même 
allument. 

La  réduction  en  nombres  donne  les  résultats  suivants  : 

Tableau  XLIII. 


LONGITUDE. 

lUYON  VECTEUR. 

SATELLITE. 

ARGUMENT. 

— 



COEPFlCIEÎiT    DU    SlN'l'S. 

COEFFICIENT    DU    COSIM'S. 

i  "  satellite 

2/'-2i 

9o",838 

o,ooi332oo 

2"  satellite 

/-/' 

186  ,144 

—  0,00434280 

3'  satellite 

l'-l" 

35  ,902 

—  0,00133799 

Ceux  des  termes  de  A/«,  A//,  AA',  A/.',  A//',  A/."  qui  sont  de  degré 
zéro  et  ne  présentent  qu'un  seul  petit  diviseur  sont  en  nombre  illimité, 
comme  on  l'a  indiqué  au  numéro  38  (1'"^  partie,  p.  96);  par  ce 
motif,  joint  à  cette  circonstance  que  cbacun  d'eux  amène  de 
nouveau  dans  la  longitude  et  le  rayon  vecteur  l'argument  de  la 
grande  inégalité  correspondante,  il  est  maintenant  nécessaire  d'y 
avoir  égard,  malgré  leur  petitesse  :  le  nombre  des  termes  dont 
le  coefficient  dépasse  o",ooi  étant  de  plusieurs  centaines  pour 
chaque  argument,  nous  en  tiendrons  compte  ici  comme  au  nu- 
méro 1  5 . 

En  considérant  d'abord  ceux  de  ces  termes  (première  classe)  où 
le  petit  diviseur  provient  de  l'intégration  finale,  on  reconnaît  qu'on 
ne  peut  pas  se  borner  à  ceux  dans  lesquels  l'une  des  masses  est 
remplacée  parle  facteur  J,  malgré  fimporlance  relative  de  ces 
derniers,  principalement  en  ce  qui  concerne  le  premier  satellite. 
Les  coefficients  qui  seraient  introduits  dans  les  trois  longitudes 
par  ce  premier  groupe  de  termes,  considéré  seul,  sont  les  nombres 
respectifs 

—  i",/ii6,  o",/496,  o",539. 
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Quant  aux  termes  qui  contiennent  effectivement  deux,  masses, 
le  calcul  en  est  très  long;  il  exige  pour  chaque  satellite  la  consi- 
dération d'un  grand  nombre  de  formules  nouvelles,  donnant 
chacune  des  termes  plus  ou  moins  nombreux  à  conserver.  Ces  for- 
mules s'obtiennent  en  introduisant  : 

i''   dans  les  termes  généraux  de  degré  zéro  que  contiennent  les 

1     dh     dk     dfi  1        •     '      i-i'         '     '     I         11         ' 

expressions  de  y,  -j,  -j-,   ...,  les  inégalités  générales  de  degré 

zéro  des  éléments  a,  /?,  a\  ...  ; 

2*^  dans  les  termes  du  premier  degré,  les  inégalités  de  degré 
zéro  des  éléments  //,  />,  //,  ...  ; 

sous  la  condition  que  la  combinaison  des  deux  arguments  donne 
l'un  des  angles  2/'—/,  al"—!',  eu  égard,  cjuand  il  y  a  lieu,  à  la 
relation  /—  3/'+ 2/"=  1  80". 

Le  premier  de  ces  deux  moyens  donne  dans  les  trois  longitudes 
les  coetllcients  respectifs 

If     ry  ff     f        n  " 

—  0  ,.5io,        —0  ,490,        o  ,097, 
et  le  second 

—  o",o89,  o",2  6G,       o",/i38. 

Les  termes  (seconde  classe)  où  le  petit  divisenr  provient  de 
rinégalité  du  premier  ordre  employée  sont  aussi  en  nombre  illi- 
mité, mais  il  se  trouve  que  ceux-là  seuls  sont  sensibles  qui  pré- 
sentent les  arguments  des  grandes  inégalités. 

Quand  il  s'agit  du  premier  satellite,  on  obtient  au  moyen  des 
formules  (/iG)  (i'"''  partie,  p.  96)  les  termes  suivants  : 

[Ay  =  ^-^^^,Bsin.(2/'-2/), 

I  -J/i  on  \  /' 

[xxvin 

\a  an  ~  111  ^  ' 

lesquels  résultent  du  terme  d'argument  2/  introduit  dans  -j-  par  la 
fonction  V. 
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Tous  les  autres  termes  (raro^umeiit  2/  amèneront  encore,  par 
l'emploi  des  formules  (2 A),  l'argument  2/ +  3/  dans  A//,  et  par 
suite  Targument  2/'— 2/  dans  Ai?  et  Ar;  par  exemple,  ceux  qui 
proviennent  de  la  fonction  R(o.i)  donneront 

[XXViU]     Ar  =  I  3;^,  [(-  a^^;'  +  aI^)J^  -j-  («A">  -  «A';'+  aA^'  ')  B']  sin  (2/-  2/) 

et  un  terme  analogue  dans  le  rayon  vecteur. 

Ce  terme  modifiera  très  peu  les  précédents;  ceux  qui  provien- 
dront des  autres  parties  de  la  fonction  perturbatrice  seront  tout  à 
fait  négligeables.  Quant  aux  termes  qui  dépendraient  d'autres  argu- 
ments, on  pourra  n'en  tenir  aucun  compte. 

Pour  le  second  satellite,  les  termes   d'argument   2/    mtroduits 

dans  -T-  parla  fonction  V  font  pareillement  apparaître  de  nouveau, 

dans  la  longitude  et  le  rayon  vecteiu,  l'argument  de  la  grande  in- 
égalité correspondante;  ils  donnent  les  expressions  suivantes  : 


6(1) 


[XXIX] 


Ai;'=^B' sin  (/-/'), 
an  ^  ' 


Quant  aux  autres  termes  d'argument  2/',  ceux  qui  sont  dus  à 
la  fonction  R(i,2)  donneront  des  inégalités,  dépendantes  de  l'angle 
2/"- 2/'==  180°- (/-/'),  dont  la  formule  se  déduit  de  [XXVIII] 
par  l'addition  d'un  accent  à  chaque  élément  de  satellite,  ainsi 
qu'aux  coelTicients  A''^  A|'',  Al'',  B  et  B';  ceux  qui  proviennent  de 


la  fonction  Rp  (,j  donneront  la  formule 


[XXX]      Ai''=  -,  ^  [(3a'A"' -h  3a'Al'^  +  a'A.^^')  B  +  (2«'A'°  +  oa'A["^  +  a'A^"^)  B']  sin  (/ - /') 


Ar 


et  une  expression  coiTCspondante  pour  -^;  ceux  enfin  qui  pro- 
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viennent  des  fonctions  R^j  3^  et  Rj^^,  ne  donneront  que  des  résultats 
insignifiants. 

Relativement  au  troisième  satellite,  on  trouvera  de  même  les 
inégalités 

6(2) 


[XXXI] 


r 


^=.^W  cos  (l'-l"), 
an  V  /  ' 


et  on  prendra,  en  outre,  pour  avoir  égard  à  l'action  du  second  sa- 
tellite, celles  que  donnent  les  formules  [XXX]  par  l'addition  d'un 
accent  à  chaque  lettre.  L'action  du  premier  satellite,  qui  est  plus 
faible  sans  être  tout  à  fait  négligeable,  produira  aussi  une  formule 
analogue. 

En  résumé,  les  termes  de  seconde  classe  qu'il  v  a  lieu  de  con- 
sidérer dépendent  chacun  de  fargument  de  la  grande  inégalité  du 
satellite  correspondant;  ils  introduisent  dans  les  trois  longitudes 
les  coefficients  respectifs 

i",67A,        i",73r-4,       o",  180. 

Dans  la  théorie  du  quatrième  satellite,  on  trouve  aussi  pour 
A//"  et  AA"  des  termes  de  degré  zéro  présentant  un  petit  diviseur, 
mais  on  n'y  peut  trouver  que  des  termes  de  la  seconde  classe  :  ils 

\  A       .  A     dh'"    ^  dU"       •         ,     ,  •       A       ' 

proviennent  des  termes  de  -7-  et  -7-  qiu  sont  du  premier  degré 

Qw  e,  e  ou  e\  par  l'emploi  des  formules  (24).  Pou7'  les  obtenir,  il 
suffît  de  prendre  les  expressions 

(W^  _     1     dii"  dlf_ i_  d^ 

W  ~  Jf  a""  dk" '  dt  ~      n" à"'  dh" ' 

et  d'avoir  égard,  dans  la  fonction  perturbatrice  iï\  aux;  termes  du 
second  degré  contenant  e"  avec  e,  c'  ou  e". 
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Les  fonctions  R^g^j  et  V"  ne  donneront  rien  ;  la  fonction  R 


[3,2) 


donnera  les  formules  oénérales 

o 


[XXXII] 


A     m 
V    = 


Xsin[i7"-(i-i) /"-/'] 
XsinP'"- («•  +  !)/"+/'], 


Ar'" 


La  lettre  i  doit  ici  recevoir  toutes  les  valeurs  entières,  en  ex- 
ceptant, pour  la  première  ligne,  la  valeur  i  =  — i,  qui  donnerait 
un  terme  à  deux  petits  divisem^s  déjà  considéré.  H  y  a,  en  outre, 
des  termes  complémentaires  à  ajouter  pour  les  valeurs  i!  =  ±  i . 

Les  fonctions  R^g  jj  et  R(3  q^  conduiront  à  des  formules  analogues; 
il  n'en  résultera  qu'un  seul  terme  sensible,  d'ai'gument  /—  /'". 

Nous  réunissons  dans  le  tableau  suivant,  pour  chacun  des  sa- 
tellites, tous  les  termes  de  diverses  provenances  qui  sont  du  second 
ordre  et  du  degré  zéro  avec  un  seul  petit  diviseur  : 


Tableau  XLIV. 


LONGITUDE. 

RAYON    VECTEUR. 

SATELLITE. 

ARGUMENT. 

— 

— 

COErFICIENT    DC    SISES. 

COEFFICIENT    DD    COSINUS. 

1  "  satellite 

2/' -2/ 

—  o",  1  à  1 

—  o,oooo5i  17 

2°  satellite 

/-/' 

2    ,001 

0,00003421 

y  satellite 

/'-/" 

1  ,255 

—  o,oooo3332 

2l"-Zl"+l' 

—  o  ,1 16 

—  0,00000753 

4'  satellite 

3r-/,r+/' 

o  ,ii8 

0,00000800 

/  -  r 

—  o  ,1.37 

—  0,00000897 
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Il  n'y  a  pas  iieii  de  considérer  les  inégalités,  du  second  ordre  et 
de  degré  zéro,  qui  ne  contiennent  aucun  petit  diviseur;  celles  des 
éléments  h,  k  où  entre  le  carré  du  facteur  J  sont  un  peu  sensibles, 
mais  elles  sont  d'argument  /  et  ne  donnent  rien  dans  la  longitude 
et  le  rayon  vecteur. 

f.  Inégalités  des  longitudes  et  des  rayons  vecteurs,  produites  par  les  perturbations 
des  excentricités  et  des  longitudes  des  périjoves,  et  dépendantes  des  excen- 
tricités. 

18.  Parmi  les  inégalités  du  second  ordre  des  éléments  A,  k,h\  . . . 
qui  dépendent  des  excentricités,  il  y  a  lieu  d'examiner  celles  du 
premier  degré  qui  présentent  deux  petits  diviseurs.  Pour  obtenir 
des  termes  de  cette  espèce  dans  la  valeur  de  AA ,  il  faut  prendre 

dans  l'expression  de  -j  certains  termes  choisis,  soit  du  premier, 

soit  du  second  degré,  et  y  introduire  un  premier  petit  diviseur  par 
l'emploi  des  formules  [2/1)  ou  des  formules  [9]  (voir  plus  haut, 
p.  65)  :  l'intégration  y  amènera  un  second  petit  diviseur,  si  l'ar- 
gument final  est  2/'—  /  ou  l'un  de  ses  multiples.  Pour  qu'il  en  soit 
ainsi ,  il  faut  que  l'argument  du  terme  de  départ  soit  lui-même  un 
multiple  de  2/'—/,  ou  puisse  se  ramener  à  cette  forme;  cet  argu- 
ment devra  donc  être  l'un  des  angles 

o,      2/'-/,      Zi/'-2/,      6/'- 3/,      4/"-/. 

Les  termes  du  premier  degré  non  périodiques 

/i  —  [o,i]Â'—  [o,2]A'" 


(dont  le  premier  doit  toujours  être  écarté)  donnent  par  l'emploi 
des  formules  [9]  l'inégalité 

no]  ^h==^^^^^à;p^Msm{M'^  2I - gl-^). 

L      J  2n  —  Un -\- a -{- g  ^  "^        ~' 

Les  termes  du  premier  degré  en  [\ï  —  2!  ne  donnent  (au  pre- 
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mier  degré)  que  des  termes  non  périodiques, lesquels  ont  été  con- 
sidérés. 

Relativement  à  Tangie  2/  ~  /,  sans  la  convention  qui  dispense  de 
développer  algébriquement  les  inégalités  des  longitudes  moyennes , 
il  aurait  fallu  considérer  le  terme  de  degré  zéro  —  Acos  (2/  —  /), 
lequel  a  donné  pour  Ah  la  formule  (27)  (1  '"'^  partie,  p.  7  1)  utilisée 
pour  la  recherche  des  termes  non  périodiques.  Quant  aux  termes  du 
second  degré  dépendants  du  même  angle ,  dont  l'expression  a  été 
donnée  (  1  '"'^  partie ,  p.  1  o  3  ) ,  en  les  traitant  par  les  formules  (2  ^) ,  qui 

les  ramènent  au  premier  degré,  ils  donnent  dans  —t—  des  termes 

d'argument  4/'—  2/,  et  si  l'on  y  remplace  A,  A,  h\    .  .  .  par  leurs 
expressions  (  1  3) ,  savoir  : 

(i3)    A=Msin  (^/+|3),    A  =  Mcos(^^  +  |3),    h'==X'Usm{gt-{-^),  ..., 
ils  produisent  les  inégalités 


b^] 


\h  = 


A+^(A'„  +  a'„)X' 


i^         msfi.       "  °  2(PB-SB')+(RB-QB')X 

_4  271  — 4n'+a  +  ^  2/1— ^n'-fa  +  S" 

xMsm{M'- 2l-gt-^). 


Les  termes  du  second  degré  en  6/  -  3/,  dont  l'expression  a  été 
donnée  (i''^  partie,  p.  100),  traités  comme  les  précédents,  con- 
duisent à  la  formule 

I       T        .j  3EB4-FB'-(FB+GB)A ',.    .     ,,,,        ,        ,      ^s 

12        A/i  =  2 —i-, — ^— Msm  4/  — 2/  — 0^  — s  . 

L      -1  271  — 4'î+a  +  Sf  ^  J        ri 

Quant  aux  termes  du  second  degré  en  àl"—l,  pour  en  former 
l'expression,  posons 

î!L^R^^^^^^  =  _Ie3cos(/ir-/-3T;y)+Je-/cos(4r-/--'CT''-2tïy) 
—  Kee"'^cos  (4/"—  l—  2'cj"— 'ny)4-Lc'"^cos(4r— /— 3^?"), 
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les  coefTiclents  I,  J,  K,  L  avant  les  valeurs  respectives 

j  =1  !!^  (ii_7  À^^)  +  i^  Àf ^+ 1 9À^^)+ 3Af  ) , 

K  =  i:^(76A(^'+54AiV2oAf'-h3Af^), 

Il  vient  alors 

(  IJJ  =  -_  [3i(/,2_  /,-2)  _  2 J (/-^."_  /jj")  _^ K  (A"^-  A"-^)]  cos (/if-  /) 
[1  31  '  "^ 

-  [61AA  -  2 J(A7i"+  M")  +  2K//A"]  sin  {M"-  l). 


Ces  termes   du  second  degré,  traités  comme  les  précédents, 
donnent,  eu  égard  à  la  relation  /— 3/'+ 2/"=  1  80°,  la  nouvelle 


inégalité 

L    ^-1  2/1— 4/1+ a4-^  ^  J        i  / 

Dans  la  théorie    du    second   satellite,  les  termes   de  -y-  (jii'il 
faudi^a  considérer  sont,  de  même,  ceux  dont  les  arguments  sont 

o,      2/'-/,      A/'- 2/,      6/'- 3/,      2/"-/',      M"-2l\      61"- '61'. 

Les  termes  du  premier  degré  non  périodiques,   traités  comme 
ceux  de  -7-,  donnent  de  même  l'inégalité 

[151        M'=l^^^^±^4^usmar~2i-cjt-^), 

L       J  an—  An  +  a  +  o  ^  j         \  / 


4n  +  a  +  ^ 

et  ceux  du  premier  degré  qui  dépendent  de  àl' —  2/  ou  de  l^l"—  'il 
ne  donnent  encore  que  des  termes  non  périodiques. 

Pour  former  les  termes  du  second  degré  en  2/'—/,  observons 
que  les  termes  du  troisième  degré  dépendants  de  cet  angle  sont 
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les  mêmes  pour  les  deux  fonctions  R^j  q^  et  R(o,i),  sauf  dans  les 
coefficients  de  cos  (2/'-—  I  —  ts')^  où  les  nombres  8—  et  12—3  que 
contient  Rj^^^  doivent  être  remplacés  respectivement  par  les  nom- 
bres peu  différents  2  —  et  3  —^.  Si  l'on  pose 


T>        T)    ,    1  rn'an  fa        4«\ 
jT  TT_i   3  rn'an  fa        li(i\ 


on  aura 


f^-iA:(r+r)cos(2r-/) 


-A:/i[-i'siD(2/'-/)  +  A'cos(2r-/)] 
-^ '"^'!;  AA' [- A sin  (2/'- /) -h /î  cos  (sf- /)] 


[•6] 


ni  \Ja 

[Ri(A2+A-2)  +  Ui(//^+r2)]cos(2/'-/) 
+  2  QA'  [A-  cos  (2 /'-  /)  +  h  sin  (2 /'-/)] 
^  J  +2UiA'[A'cos(2/-/)  +  /i'sin(2/'-/)] 
m'v^  1  +  S  [(A;2-  A-^)  cos  (2/-  /)  +  2AAsin  (2/' ~  /)] 
+  2T//  [Acos  (2/'-  /)  -  h  sin  (2/-  /)] 
+  2T/t'  [A sin  (2/'—  /)  -|-/tcos(2r—  /)]. 


Il  en  résulte  les  inégalités 


1  m'\/â 


sja 


[17]     AA'=     2        2n-4n'+a'+.9  }  Msin(4/'- 2/-,7f-|3). 

(        my^  R,B-QB'+2(TB-U,B')>/ 


m 


Quant  aux  termes  du  second  degré  dépendants  de  l'angle  2  /"—  /', 
la  formule  à  laquelle  ils  conduiront  s'obtiendra  au  moyen  de  la  for- 
mule [11],  en  y  mettant  les  éléments  du  second  et  du  troisième 
satellite  au  lieu  de  ceux  du  premier  et  du  second  (en  particulier, 
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les  termes  AM   et   2(PB  — SB')M  sont  remplacés  par  M^XU  et 
2  (P'B'  — S'B")X'M).    On  am-a   ainsi,    en    observant    cpie    Tangle 
l[  l"  —  il'  peut  être  remplacé  par  [\  ï—  2  /,  et  pareillement  2  n—  [\n 
par  271  —  Ixn , 

i_  g/  m'\Ja 2  (  P'  B'  -  S' B")  A'  +  (R'  R'  -  Q'  B  ")  >/' 

_4  in  —  kn -{■  CL -{■  g  in  ~  liU -\- a.' -\- q 


[,8]    '^^'' 


xUsm{kl'  -  il  -  gt  -  ^). 


Relativement  aux  termes  d'argument  6/'— 3/,  comme  ils  sont 
les  mêmes  dans  les  deux  fonctions  R(o,i)  et  R(i,o)i  on  aura  l'ex- 
pression 

^   1       dX_rn^\  [F(A-^-A^)-2G(M'-M')  +  3H(P-P)]cos{6/'-3/) 
'■'^'        ^^      mV^j  +[2¥kh-  2G(^/i'+M')  +  6H/t7/]sin(6r-3/) 

et  il  en  résultera  l'inégalité 

r.   1     \/.'  mv/â  FB +GB'-{GB  +  3HB')À',.   •    , ,  j,        ,        ^      c>\ 

20  A/«=— 2 — V^ rV^ — —, ^  Msm  4' —  2/  — g/  — p  . 

"-      ^  m'^a'  in-kn-^a+g  ^^  ^        ^1 

Enfin,  l'inégalité  provenant  de  l'argument  6/"  — 3/'  se  déduira 
de  la  formule  [12]  en  y  faisant  les  mêmes  changements  que  ceux 
qu'on  a  indiqués  plus  haut  pour  la  formule  [11];  ce  qui  donne 

r      n      .j,         (3E'B'+F'B")A'-(F'B'+G'B")A"iv/r   •     ///'        /         /      /C\        ' 

21  ^li  =  2' ■ ,  ,  ,    ,  ,    '— msmilxl  -  21  — qt  —  p). 

LJ  in  —  kn -\- ot. -{- g  ^  a        ri 

En  ce  qui  concerne  le  troisième  satellite,  il  faudia  considérer 
dans  -rr  les  ai^guments 

o,      2r— /',      4/"— 2/',      GT— 3/,      kl'—l' 


Les  termes  du  premier  degré  non  périodiques  donnent  l'in- 
égalité 

[22]  ^K'==^2AE±^^Usm[kl'-2l-Qt-e). 

L      J  2/1  — Zin  4-a +,9  ^  j        ri 
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et  ceux  du  premier  degré  en  /il"—2l'  ne  donnent  encore  que  des 
termes  non  périodiques. 

Quant  aux  termes  du  second  degré  en  2I" ~  /',  les  inégalités  qui 
en  résidtent  se  déduisent  de  la  formule  [17],  traitée  comme  on  a 
traité  plus  haut  les  formules  [1  1]  et  [  1  2];  il  vient  ainsi 

I   1  ni' y  à'  j 

[2:^1       Ml"=l  2  2n-MÏ  +  a"+g  M  siu  [M' ~  2I  -  gt  ~  ^). 

[       >n'  y/^  (  R',  B'  -  Q'  B"  )  X'  +  2  (  T' B'-  U',  B"  )  X"  \ 

On  déduira  pareillement  de  la  formule  [20]  l'inégalité  que  pro- 
duira fargument  6  /'  ~  3  / ,  et  cpii  sera 

r    ,1       .,,/  2mV«'lF'B'+iG'B")X'-(G'B'  +  3H'B")X"Tv/r    •    i,v        ,        ,      q\ 

2/1       A//  = ^- -^ ^— -7^ — F-r ^Msm  a/  — 2/  — fl/  — 6  . 

Relativement  à  l'argument  Ix  f  —  /,  si  l'on  pose 

L,,  =  J^  4-  ô  —  n    1  0  —, N 

1  ô  fx      \        a-       a  I 

on  aura  les  termes 

_  I  J[(i^2^/«2)cos(4r-/)  +  2Msin(/if-/)l 
[25]    ^'=i^    -2K[(M'-/J/')cos(/ir-/)  +  (M"  +  ^/r)sin(4r-/)]   [, 
"'  ^  "  f  -f  3Li  [(r-^-  r^)  cos  [kï'  -  l)  +  2//7."sin  (4/"-  /)] 

lesquels  conduisent  à  l'inégalité 
r    ^1  .,„  ^  mv/^  JB-RB"-(RB-3L,B")X",,    .    /,.,         ,         .      ^^ 

2  0  A/t=—  2  ^ 7-r- — „,'  Msm    4/  —  2/— (//  — p    . 

L      J  „i"^'  27i-4n+a4-.9  ^  -^        "^^ 

Les  inégalités  du  second  ordre,  du  premier  degré  et  à  deux 
petits  diviseurs,  qu'on  vient  d'obtenir  pour  les  éléments  /«,//,//', 
et  les  inégalités  analogues  des  éléments  /c,  A',  U\  dépendant  toutes 
du  même  angle  k^  —  'il,  peuvent  être  réunies  en  une  seule  pour 
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chaque   satellite  :    il    en   résultera  un    groupe  de  formules  toutes 
pareilles  aux  formules  [9],  et  que  nous  écrirons  sous  la  forme 

[2']]]Mi=y'Msm{M'-2l-gt-§),    Mî- 

(A//'=/Msin(4/'-2/-^/-|3),    Ar= 


Les  coefficients  j,  y\  y"  sont  relatifs  à  la  racine  g;  ceux  cp.u  se 
rapportent  à  la  racine  gi  seront  désignés  par  Ji,  j(,  jï,  et  ainsi  de 
suite.  Pour  en  déterminer  les  valeurs,  il  faut  connaître  celles  des 
coefficients  nouveaux  contenus  dans  les  formules  qui  précèdent  ; 
les  logarithmes  de  ces  coefficients,  qui  sont  exprimés  en  degrés 
comme  les  moyens  mouvements,  sont  donnés  dans  le  tableau 
suivant  : 

Tableau  XLV. 


COEFFICIENTS. 

LOGARITHMES. 

COEFFICIENTS. 

LOGARITHMES. 

E 

3,93872 

R 

3,8079 

F 

3,58477 

,s 

-  3,3494 

G 

2,751 89 

T 

-3,6819 

H 

2,43943 

LI 

3,535o 

E' 

2,20778 

R. 

3,8088 

F' 

2,85494 

u. 

3,5373 

G' 

1,02317 

p' 

-ï'997' 

H' 

2,71177 

Q' 

3,7027 

I 

3,2253 

R' 

2,0777 

J 

2,0447 

S' 

-3,6266 

K 

2,3890 

T' 

-3,9556 

L 

3,4io3 

U' 

3,8060 

h 

3,3519 

i's 

2,0795 

P 

-4,7455 

u\ 

3,811 3 

Q 

3,4180 

Au  moyen  de  ces  valeurs ,  on  obtient  pour  les  coefficients  j,  j', . . . , 
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qiii  sont  de  pm\s  nombres,  indépendants  des  unités  choisies,  les 


loaarithnies  suivants 


Tableau  XLVI. 


COEFFICIENTS. 

LOGARITHMES. 

COEFFICIENTS. 

LOGARITHMES. 

COEFFICIENTS. 

LOGARITHMES. 

r 

4,7047 

y 

-  4,644o 

y 

—  6,9256 

J'i 

2,2079 

y\ 

-2,4445 

y\ 

3,5817 

J« 

—  3,9530 

y\ 

-  2,6699 

y\. 

2,253l 

/3 

-3,9293 

y\ 

-2,6368 

y\ 

2 , 2  2  1  1> 

Les  inégalités  que  les  formules  [2  7]  introduisent  dans  les  longi- 
tudes et  les  rayons  vecteurs  ont  poiu-  expressions  : 


A/- 


Aî;  =  -2jMsin(/ir-3/-^/-|3),      ^=-  jMcos(/i/'-3/-^/-^); 


Ar' 


[XXXIII]     Aî;'=-2yMsin(3/'-2/-^/-(3),      ^  =  - /Mcos(3/'- 2/-.V/- f3) 


Ar" 


Ai;"=-2/Msin(3r-2/'-^^-|S),      ^  =  -/Mcos(3r-2/'-^/-|3). 

Quelques-unes  seulement  de  ces  inégalités  doivent  être  con- 
servées, comme  modifiant  des  termes  semblables  d'autres  prove- 
nances; elles  sont  données  par  le  tal)leau  suivant  : 

Tableau  XLVII. 


LONGITUDE. 

R\YO\    VECTEUR. 

SATELLITE. 

\RGUMENT. 

— 

— 

COEFFICIENT     DC    SINDS. 

rOEFFlCIE?IT    DU    COSINUS. 

3/'-2<-.9/-/3, 

—  ©",069 

—  0,00000160 

2'  satellite 

3/'-2/-5,t-/3, 

0  ,38o 

0,00000889 

1 

Zï-.d-g^i-p^ 

0,198 

o,ooooo463 

3'  .satellite 

3/"-2/'-^,i-/3, 

—  0  , 1 4  6 

—  o,ooooo54  2 

■5/"--^''-</./-/3., 

—  0  ,076 

—  0,0000028'! 
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Dans  la  théorie  du  c|uatrième  satellite,  il  n'existe,  parmi  les 
termes  de  A/i'",  A//",  aucmie  inégalité  du  premier  degré  contenant 
deux  petits  divisem^s. 

D'ailleurs,  pour  aucun  des  satellites,  la  présence  d'un  seul  petit 
diviseur  ne  suffit  à  rendre  sensibles  les  coefficients  de  termes  du 
second  ordre. 

S  VI. 

INÉGALITÉS    DES    LONGITUDES    ET    DES  RAYONS  VECTEURS, 
DU  TROISIÈME  ORDRE  PAR  RAPPORT  AUX  MASSES. 

19.  Pai^nii  les  inégalités  du  troisième  ordre  par  rapport  aux 
masses  qui  affectent  les  longitudes  et  les  rayons  vecteurs  des  satel- 
lites, considérons  en  premier  lieu  les 

a.  Inégalités  provenant  des  puissances  et  produits  des  pertui^hations 
du  premier  et  du  second  ordre. 

Elles  sont  exprimées,  pour  le  premier  satellite,  par  les  for- 
mules (5i)  (i'"'^  partie,  p.  99).  Observons  cpie  dans  la  seconde  de 
ces  formules  on  a,  par  mégarde,  au  coefficient  de  sin  (4/  —  àl)-, 

écrit  —  3  -4-  B  au  lieu  de  —  3  —  B^ 
n-  n 

Les  formules  relatives  au  second  satellite  peuvent  se  déduire  de 
celles-ci  par  la  simple  addition  d'un  accent  aux  coefficients  ainsi 
qu'aux  éléments  de  satellites.  On  y  introduira  ensuite,  au  lieu  des 
multiples  de  l'angle  2/"—  2/',  ceux  de  /—  /',  au  moyen  de  la  relation 
2/"- 2/'=  180°- (/-/'). 

Les  formules  ainsi  obtenues  permettront,  à  leur  tour,  de 
former  celles  qui  se  rapportent  au  troisième  satellite,  par  la  nou- 
velle addition  d'un  accent. 

Quant  au  quatrième,  les  termes  de  provenance  pareille  sont 
tous  négligeables.  D'ailleui^s,  pour  cliarpe  satellite,  on  peut  con- 
tinuer à  négliger,  comme  on  l'a  fait  dans  les  formules  (^9)  (p.  98), 
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les  termes  de  même  espèce  qui  dépendraient  des  excentricités  et 
ceux  qui  proviendraient  des  variations  des  grands  axes. 

Les  trois  nombres  D,  D',  D"  qui  entrent  dans  les  expressions  à 
évaluer,  et  qui  ne  dépendent  pas  des  unités  choisies,  ont  pour 
loo^arithmes  les  noniljres  respectifs 

D.  .  .  4,34281,     D'.  .  .  4,65428,     D".  .  .  5,94026. 
On  obtient  les  résultats  suivants  : 


Tableau  XL VIII. 


LONGITUDE. 

RAYON    VECTEUR. 

SATELLITE. 

ARGUMENT. 

— 

— 

COEFFICIENT    DU    SINUS. 

COEFFICIENT    Dlj    COSINBS. 

1'"  satellite 

2/ —  2/ 

M'-  kl 

o",o79 
o",447 

0,0000001 5 
0,00000827 

1 

l-l 

o",io5 

—  o,ooooo3o6 

2^  satellite 

il  -  2/' 

-  2",  188 

0,00004094 

3/  -  3/' 

—  o",i9o 

o,ooooo3o6 

3^  satellite 

2/'-  il" 

o",oo5 

—  o",02  8 

II 
0,0000008.4 

et,  en  outre,  les  termes  constants  des  rayons  vecteurs,  utilisés  par 
avance  au  numéro  2  ci-dessus, 

St=— 0,00000527,  ^^'=—0,00004094,  St"^— 0,00000084. 


En  procédant  comme  pour  le  second  ordre,  on  trouverait 
d'au  1res  termes  non  périodiques  dans  les  rayons  vecteurs,  mais  ils 
sont  insensibles. 
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b.   Inégalités  des  longitudes  moyennes  et  des  grands  axes. 

20.  Considérons  maintenant  les  perturbations  du  troisième 
ordre  des  éléments.  Le  degré  actuel  d'approximation  ne  nous  per- 
met plus  de  rejeter  sans  examen,  comme  on  l'a  lait  dans  la  pre- 
mière partie,  tous  les  termes  dépendants  des  excentricités;  il  s'en 
trouve,  en  effet,  parmi  les  inégalités  des  moyens  mouvements  des 
trois  premiers  satellites,  qui  présentent  par  compensation  quatre 
petits  diviseurs  et  cp.ii  acquièrent  par  là  une  certaine  importance. 

Pour  obtenir  quatre  petits  diviseurs  dans  une  inégalité  du 
troisième  ordre  affectant  l'un  des  moyens  mouvements,  il  Tant 
d'abord  en  introduire  deux,  par  l'emploi  de  deux  inégalités  du 
premier  ordre  ou  d'une  inégalité  du  second;  les  deux  autres  pro- 
viendront de  l'intégration  finale ,  si  l'argument  est  devenu  l'un  des 
angles  2/'—/,  2/'—/',  ou  de  leurs  multiples.  Les  seules  inégalités 
que  l'on  pourra  employer  à  cet  effet,  pour  ne  pas  dépasser  le  pre- 
mier degré,  sont  celles  des  éléments  A,  A,  //,  . . . ,  données  par  les 
formules  {2I1),  {So) ,  [<^]  et  [2-]]  (1''^  partie,  p.  66  et  99;  présent 
mémoire,  p.  65  et  89);  par  suite,  le  terme  de  départ  devra  lui- 
même  dépendre  de  l'un  des  angles  2/'—/,  2/"—/',  ou  de  leurs  mul- 
tiples, et  l'argument  final  sera  dans  tous  les  cas  l'un  des  deux 
angles  2/'—/,  lï'—ï. 

Quand  il  s'agit  du  premier  satellite,  les  termes  de  départ  à  choi- 
sir dans  l'expression  de  -7^  sont  ceux  qui  présentent  l'un  des  argu- 
ments 

oJ-U  kï~2l  et     31,  kï'-L 

Les  termes  du  premier  degré  en  2/  —  /  peuvent  s'écrire 
[28]  f  =  3n)[A4-!;;j^(A:+M:)r]sin(2/'-/)--[A/,-!2^(A:+M:)/,']co,s(2/'-0J; 
par  l'emploi  des  formules  [27],  ils  donnent 

[XXXIV]    ap  =  --|^.[Aj'-^(A:  +  M:)/]Msln(./'-/-,//-^). 
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Cette  expression  donne,  pour  les  diverses  valeurs  de  g,  les  coef- 
ficients respectifs 


"  o 

O  ,000 


o  ,  1  I  2 


0,122 


o",o63. 


[29] 


Les  termes  du  second  degré  en  lit—  2/  peuvent  s'écrire  (  1  ■■•=  pai- 
tie,  p.  70) 

i  ^==-37ifr^(A-^-A^)-2C^(M^-M^)+^rr;^(r--r)1sin(d/-2/) 

y  '-  m\Ja  J 


+ 


3n[ 


0,1 


\hk 


(g7)  (kh'-i-hk')  +  ^'  [T;^  2h'k']  cosiM'-  2/ 

m\/a  J 


L'expression  li^—h^  donnera,  par  les  variations  de  k  et  de  h,  la 
suivante 

S¥-§li'-{-2[kLk~hMi), 

où  l'on  mettra  pour  Sk  et  Sh  la  somme  des  inégalités  [2 h)  et  [9], 
savoir 

(ÎA  =  Bsin(2/'-/)+^Msin(/i/'-2/-^/--^), 

^A  =  Bcos(2r-/)+xMcos(/ir-2/-^f-|3), 
pour  h  et  k  les  valeurs  (  1  3  ) 

/i  =  Msin(^f  +  |3),  Â:  =  Mcos(^f  +  (3), 

et  pour  AA,  AA  les  valeurs  (5o) 

A/i  =  -Dsin(2r-/),  A^  =  -Dcos(2/'-/). 

On  traitera  d'une  manière  semblable  les  autres  expressions ,  et  il 


viendra  finalement  l'inég^alité 

o 


(fïï7riB+(p:i)B>-^(cî^B+nT^B>' 

msja 


3.    _^  ^^^ 

[XXXV]  {  ("--+9")  I  +(^D+(5^D-)^™v^((^D  +  Q^D,);^- 

«i  \Ja      —  i— — j 


xMsin(2/'-/-^?-|3). 
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qiii  donne  les  coeHicients  respectifs 

-o",o/43  o",28o  ^",827  .",5o6. 

Les  autres  termes  de  -f-  qu'il  faut  considérer  sont  du  troisième 

degré.  Prenons  d'abord  ceux  d'argument  2/'—  /,  et  posons,  comme 
dans  la  première  partie  (p.  io3), 


m  an 
y- 


R^„^^^  =  (Pe3  +  Qee'-)cos(2/'-/^'îïr)  +  (ReV+Ue'')cos(2/'-/-'nr') 
+  SeVcos  (2 /'— /— 2tff4-'C5') +Tee'-cos  (2 /'— /— 21:5 -1-tir), 


les  lettres  F,  Q,R,S,T   désignant  les  mêmes  expressions,  et  la 


lettre  U  désignant  la  suivante 


On  aura  dans  -^  les  termes 

T(/,^4_/,2)  +  Q(//-2_|_^/2j^S(ÂÂ^'+M')][A-sin(2/'-/)-Acos(2/'-/) 
^,  \  +p(/,2_,_/,.2)_|_u(r^+P)+T(/.7/+M')]  [//sin(2/'-/)-/i'cos(2/'-/)l 


dt' 


+  S(M'-A^')[Acos(2/-/)  +  /^  sin(2r-/)] 
-T(/.//-M')[A'cos(2/'-/)  +  A'sln(2/'-/)] 

Pour  en  tirer  des  termes  de  f espèce  cherchée,  on  ne  fera  usage 
que  des  formules  (i3)  et  (2 4).  La  règle  à  suivre  revient  à  celle-ci  : 
en  premier  lieu,  remplacer  les  facteurs  A ,  A ,  //,  k  par  les  valeurs  (24) 
dans  chaque  facteur  du  second  degré  de  cette  expression,  et  par  les 
valeurs  (1  3)  dans  chaque  facteur  du  premier  degré;  en  second  lieu, 
remplacer  les  facteurs  A ,/.,//',  A' par  les  valeurs  (2/1)  dans  chaque 
facteur  du  premier  degré,  et  par  la  somme  des  valeurs  (i  3)  et  (24) 
dans  chaque  facteur  du  second  degré. 
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jl  vienl  ainsi  rinégalité 


[XXXVll 


'F 


[PB2-2SBB'+(Q-T)B'^] 


sin(2/'-/-^/-(3), 


('i-2/i+5frj+[-(I^_S)B2-2TBB'+UB'-^]A' 
(jiii  donne  les  coefficients 

0,000,  o",oi7,  0,039,  o'',02i. 

Pour  les  ternies  d'argument  6/'—  3/,  si  Ton  pose  encore,  comme 
dans  la  première  partie  (p.  100), 

!!i^R,,,,j  =  _Ee3cos((3/'-3/-3'ny)4-FeVcos(6r-3/-2'cî-tïy') 


[3i] 


—  Gec'-cos(G/'— 3/— 'çr~2'cj')+Hc'^cos(6/'— 3/— 3'nî'), 

on  ama  les  termes 

-[E(A-^-/r-^)  +  G(//2-P)][A-sin(6/'-3/)-Acos(6/'-3/)]\ 
+  {2¥M+2Gh'k')[l,  cos(6/'-3/)  +  /i  sin(6/'-3/)] 
+  [F  [k'  -  li')^R(k'-'-h"')][l/sm{6I'~  3/)  -  //cos(6r-  3/)] 
-  (2FM+  2HA7.')  [//cos(6r-  3/)  +  //sin  (6/'-  3/)] 


(l'p 


On  en  tire,  par  Temploi  des  formides  (2 4)  «t  (i3),  en  appli- 
quant la  règle  énoncée  plus  haut,  l'inégalité 


[XXXVII]    3-p 


971 


3EB^+2FBB'  +  GB'^) 
-(FB2+2GBB'+3HB'^)X' 


sm 


{^r~i-9i-^y 


In  —  2n  -^gf 

(jui  donne  les  coefficients 

—  o",o82,        o",8/;i,  i",/i95,  o",8o7. 

Fnlin,  pour  les  termes  d'argument  f[t"  -  /,  on  aura  les  formules 
toutes  ])areilles  à  celles  qui  se  rapportent  à  l'argument  équivalent 
6/'—  3/,  et  (ju'on  pourra  en  déduire  en  changeant  les  quantités 


9" 


E,       F,       G,       H,       B',       X 


[XXXVIIl]    B-p=  ^" 


n  —  1  n  -\-  çj  f 


sin(2/'-~/-<//-|S). 
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respectivement  dans  les  suivantes  : 

3«,        1,       J,        K,        L,        -B",        r. 

Il  vient  anisi  la  nouvelle  inéofalité 

(3IB^^2JBB"  +  KB"^) 
-(JB^--2KBB"+3LB"2)y 

laquelle  donne  les  coefTicients  insignifiants 

//  //  o",oi4,  o",oo8. 

Dans  la  théorie  du  second  satellite,  les  termes  de  -tt  qu'il  faudra 
considérer  successivement  sont  : 

1°  ceux  du  premier  degré  en  2/'—/  et  2/"—/'; 

2"  ceux  du  second  degré  d'arguments  Ixï  —  2/,  kl" ~-  2/'; 

3"   ceux  du  troisième  degré  qui  dépendent  des  angles  'il  —l, 
2/"-/',  6/'- 3/ et  6/"- 3/'. 

Les  termes  du  premier  degré    d'argument   2Ï—I  peuvent   se 
mettre  sous  la  forme 


rsal     ^  =  _6.'rf-^Ai^-A:A^')sin(2/'-/)-(^A/z-A:A')cos(2/'-/^ 

^       ^       "'■  \-\m\ja  '  \m\/a'  /  ' 

on  en  tire,  par  l'emploi  des  formules  [27],  l'inégalité 

laquelle  donne,  pour  les  quatre  valeurs  de  g,  les  coefficients  res- 
pectifs 

—  o",oo5,        o",oi6,        -o'',o67,        —  o",o35. 

La  formule  relative  à  l'argument  2/"—/'  se  déduira  de  la  for- 
mule [XXXIV]  en  y  mettant,  explicitement  et  implicitement,  les 
éléments  du  second  satellite  au  lieu  de  ceux  du  premier,  et  ceux 
du  troisième  au  lieu  de  ceux  du  second.  L'argument  devient  ainsi 

SaV.  ÉTRA>G.  t.  XXX.  —  N°   1.  l3 


[XL] 


[XLI] 


[XLII] 
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2l"-l'-gt-^,  mais  on  peut  le  ramener  k  2I'—  l  —  gt  —  ^,  en  chan- 
geant le  signe  du  coefficient  :  il  vient  ainsi 


3n' 


[A:/-^(A"  +  M")/]Msin(2r-/-j(-iS), 


'  [n  —  2n' -\- gY 

et  cette  formule  donne  les  coefficients 

'/  r  "  o  "  Uni 

0,000,       —0,110,        *J '779'        0,09a- 

Pour  l'ai^gument  [\}!  —  2/,  les  termes  de  R^j  o)  sont  les  mêmes  que 
ceux  de  R(o,i);  par  suite,  les  termes  de  ^p  qui  en  proviendront  ne 
différeront  que  par  un  facteur  constant  de  ceux  de  8-p  exprimés 
par  la  formule  [XXXV].  Il  suffit  de  remplacer  le  facteur  —  6n  par 

1  2  7?      ^    ,  ce  qui  donne 


m\/a 


a-p' 


^^([^B+(^BV--(cr;^B+ri^B^).^' 


12M 


in  +^) 


m  \ja 
insja 


f-^(^D  +  (gl)D')-((I5)D' 


m  \  a 


1,0 


D')X' 


(  xMsin(2/'-/-_9/-|S); 

d  en  résulte  les  coefficients 

o",o25,        o",A99,        —1,623 


o"M^. 


La  formule  relative  à  fargument  4/ —  2/'  se  déduira  de  la  for- 
mule [XXXV],  comme  on  a  déduit  [XL]  de  [XXXIV],  en  ayant 
soin  aussi  de  remplacer  les  facteurs  M  et  X'M  par  A'M  et  À"M;  il 
vient  ainsi 


V-, — % 

•         [n—  in 


1,2 


B'+ (15)  B'')  .r'- î^  ((27i)B'+[27rjB'').c'' 
—  m  \Ja      —  


"rgr 


+  ([73  D'+  (T^  D")  X'-'-^(D'(27r)+[2TI]  D")X 


in"\/a\ 
m'  k/o' 


xMsin(2/'-/-ry/-|3); 


THEORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER.  99 

et  cette  formule  donne  les  coefficients 

Il  I  II       f  II    t  r  II 

G, 004,  0,141,  —  2,401,  —  1,299. 

Les  termes  du  troisième  degré  d'argument  2/'—  /  contenus  dans 
la  fonction  R^j  qj  ne  diffèrent  de  ceux  que  contient  la  fonction 
Rfoi)  que  relativement  au   coefficient  de  cos  (2/ — /  — ts)  :  dans 

celui-ci  il  f^uit  remplacer  les  quantités  -7^,  — ^  respectivement  par 

^-,-T,  et  prendre  ainsi,  au  lieu  des  coefficients  R,  U,  les  coeffi- 

cients 

D        D    ,    inïan/a'       4«\  ti        tt  ,    '6  m' an /a       4«\ 

1  l^     fx     \a-      a-J  1  S     IX     \a-      a^J 

Ce   changement    est    d'aillems   peu    important,   la   parenthèse 

— r;  étant  sensihlement  égale  à  — — . 

a^      a-  o  «2       ji- 

L'inégalité  correspondante  sera,  d'après  [XXXVI], 
elle  donne  les  coefficients 

—  o",002,  —  o",0  10,  —  o",02  3,  —  o",0  12. 

Quant  aux  termes  d'argument  2  /"—  /',  l'inégalité  qu'ils  produisent 
s'obtiendra  au  moyen  de  la  formule  [XXXVl],  comme  on  a  obtenu 
[XLIl]  au  moyen  de  [XXXV];  on  aura  ainsi 

o,y        ([P'B"^-2S'B'B"+(Q'-r)B"2]X')^^  .   ^   „    , 
formule  qui  donne  les  coefficients 

Il  II  C  'Il 

Il        0,001,        —0,190,       —0,104. 
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[XLV 


Pour  les  termes  d'argument  6/  —  3/,  on  obtient  l'inégalité  qu'ils 
produisent  en  remplaçant  simplement  dans  la  formule  [XXXVII] 

le  facteur  —  Q^  par  i8n' — ^;  il  vient  ainsi 

m'  \Ja 

i8»'  mJa   i  (3EB2+  2FBB'+GB'2)         ) 

^     (n-2«+.9)SnV«'(-(FB-^+3GBB'+3HB'2)X'j  ^  '' 

et,  par  suite,  les  coefficients 

o",o/i7,       —  o",483,       —  o",858,       —  o",i463. 

Enfin  ce  qui  provient  de  l'argument  6/'  —  3/'  se  déduira  de  la 
même  formule  [XXXVII]  comme  on  a  obtenu  [XLIV]  au  moyen 
de  [XXXVI];  ce  qui  donne 


-^) 


(  (3E'B'='  +  2F'B'B"  +  G'B"-^)  A' 
L     '     J  P  "=(„_„■  +  g,,  i     jp,g,,^  3G'B'B"+3H'B"-i)  X 


'J^M-^i'-i^'jt-^y 


avec  les  coefficients 

//  o",  187,       —  2",588,       —  i",367. 

En  ce  qui  concerne  le  troisième  satellite,  il  faudra  considérer, 
dans  l'expression  de  -^,  les  termes  du  premier  degré  d'argument 

2/"—/',  les  termes  du  second  degré  d'argument  /i/"— 2/',  et  ceux 
du  troisième  degré  d'arguments  2/"—^/',  6/"— 3/',  [\l"-~l. 

Les  termes  du  premier  degré  en  2/'—/'  produisent  une  inéga- 
lité qu'on  déduit  de  [XXXIX]  par  l'addition  d'un  accent  à  chaque 
élément  de  satellite  ou  coefficient,  et  un  changement  de  signe  final 
pour  ramener  l'argument  2/'-  /  — ^/-  (S  au  lieu  de  2/"— /'-<//  — |3;  il 
vient  ainsi 

[XLVII]     ap"=  ^^^^^.  (^,  A:/^  A"/)  Msin{=/'-/-j/-,3), 
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et  cette  formule  donne  les  coefficients 

—  o",ooi,        o",o2^,        —  o",  iGo,  o",o85. 

Les  formules  auxquelles  conduisent  les  termes  en  hï'~iï  et 
les  termes  du  troisième  degré  en  2/"-/'  et  en  6f  —  3/'  se  dédui- 
ront, par  le  même  moyen,  des  formules  respectives  [XLI],  [XLIU] 
et  [XLVl;  il  viendra  ainsi  les  inégalités 


3-p"= 


m  y  a     '  ^   —  ' '      ' 


[XLVIII]  '"—■  +  «'•  L'ii^(Lr^D'+(S)D")X'-((S)D'+^D")X" 


XMsin(2r-/-(7/-|3), 

[XLIX]    j    ^         ('^-=^'^'  +  âf)^mV^'j  +  [(R;-S')B''^-2rB'B"+U;B"-^]X"  j 

XMsin(2/-/-^^-^), 

U  x8n"       mVg  j  ( 3E-B-^  +  2F-B-B-+  G-B---)  X       ) 

[L]  ^         ('^-2'^'  +  5'r^mVa"(-(F'B'-^+2G'B'B"+3H'B"2)r  j 

(  XMsin(2/-/-^f-|S), 

lesquelles  donnent  les  coefficients  respectifs 

//       —0^,029,       o",5o8,       o",268, 

//  //  o",o4l  ,  o",0  2  2  , 

//       —  o",o39,       o",534,       o",282. 

Enfin  rinégalité  qui  résulte  de  l'argument  ^l"—  l  se  déduira  de 
la  formule  [XXXVIII],  mais  elle  ne  donne  que  des  coefficients  in- 
signifiants. 

On  peut  observer,  par  la  comparaison,  deux  à  deux,  de  celles 
des  formules  précédentes   qui   sont  dues  aux  actions  nuituelles 
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de  deuv  satellites  (par  exemple  [XXXiV]  et  [XXXIX],  [XXXV] 
et  [XLI],  ...),  que,  si  Ton  admet  les  égalités  approchées  n  =  2n\ 
n=2n",  ce  qui  entraîne  SKl  =  o,  <îA"=o,  on  aura  les  relations 

m \/aB-p  +  m'\/aB-p'  =  o ,  m  y/a'B-p'  +  m"\/a"B-p"=  o , 

savoir  l'extension  du  théorème  de  Laplace  au  cube  de  la  force 
perturbatrice. 

L'ensemble  de  toutes  les  inégalités  précédentes  est  résumé  dans 
le  tableau  qui  suit  : 

Tableau  XLIX. 


AUGUMENT. 

LONGITUDE  MOYENNE.  —  COEFFICIENT  DU  SINUS. 

l"    SATELLITE. 

2'    SATELLITE. 

3'    SATELLITE. 

—  o",i  l5 

1     ,026 

2  ,!io5 

o",o7G 
0  ,235 

—  7  ,o38 

—  3  ,751 

—  o",Oii/i 
0  ,923 

0  ,^87 

En  prenant  dans  les  fonctions  perturbatrices  les  mêmes  termes 
que  pour  les  moyens  mouvements,  on  obtient,  pour  les  grands  axes 
et  pour  les  longitudes  de  l'époque,  des  inégalités  du  troisième  ordre 
et  du  premier  degré,  comme  les  précédentes,  mais  présentant  seu- 
lement trois  petits  diviseurs.  Celles  qui  affectent  les  grands  axes 
sont  tout  à  fait  négligeables.  Celles  qui  affectent  les  longitudes  de 
l'époque  sont  aussi  très  peu  sensibles  :  nous  les  réunirons,  dans  le 
tableau  suivant,  à  deux  autres  groupes  de  même  importance,  où 
l'on  trouve  aussi  le  premier  degré  et  trois  petits  diviseurs,  savoir  : 
1"  les  termes  produits  dans  les  longitudes  de  l'époque  par  l'intro- 
duction des  formules  (5o)  dans  les  termes  non  périodiques  et  du 

second  degré  que  contiennent  les  expressions  de  -7- ,  ■^,  -7-;  2°  ceux 
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des  termes  des  moyens  mouvements  dans  lesquels  deux  niasses 
sont  remplacées  chacune  par  le  facteur  J.  11  vient  ainsi,  par  suite 
des  réductions  mutuelles  de  ces  divers  termes,  les  résultats  presque 


insignifiants 


Tableau  L. 


ARGUMENT. 

LONGITUDE  MOYENNE.  —  COEFFICIENT  DU  SINU.'^. 

l"'    SATELLITE. 

2"     SATELLITE. 

3'     SATELLITE. 

il' —  l  -  (J,t  —  ^, 

o",oo6 
o  ,006 
0  ,oo3 

—  o",oo8 

—  0  ,o4i 

—  0  ,025 

o",02  6 

0  ,0 1  '1 

2 1 .  Tous  les  termes  du  troisième  ordi^e  que  nous  venons  d'ob- 
tenir dépendent  des  excentricités.  Les  termes  qui  n'en  dépendent 
pas  ne  pouvant  présenter  aucun  des  arguments  2/-/,  5/ -2/, 
SSIXo' -  2SfXs ,  ils  ne  contiendront  pas  d'autres  petits  diviseurs  que 
ceux  des  inégalités  qui  auront  servi  à  les  former. 

11  en  existe  d'ailleurs  un  très  grand  nombre  qui  présentent  deux 
petits  diviseurs.  En  premier  lieu,  chacun  des  termes  du  premier  degré 

'     ff        •        .        .   j         j  •  1     d^p    da   de   d-p 

en  e,  e ,  e    qm  entrent  dans  les  expressions  de  j^-iff^Yt'  'If''   '  '  ' 

donnera,  par  femploi  des  formules  (5o)  (1"^  partie,  p.  99),  un 
terme  du  troisième  ordre  et  de  degré  zéro  avec  deux  petits  diviseurs. 
Les  formules  ne  différeront  des  formules  [XXll]  à  [XXVI]  (voii- 
plus  haul,  p.  7.3  à  76)  que  par  le  changement  des  coefficients 
B,  B',  B'  en  —  D,  —  D',  —  D"  respectivement. 

Les  termes  du  second  degré  des  mêmes  expressions,  cpiand  on 
y  remplace  les  quantités  h,  k,  h\  ...  par  les  expressions  (24) 
(  r"  partie,  p.  66),  donnent  aussi  des  inégalités  toutes  pareilles  à 
celles  du  premier  groupe  :  pour  abréger,  je  n'en  rapporterai  pas 
les  formules. 
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Le  tableau  suivant  résume  l'ensemble  de  toutes  les  inégalités 

o 


qu'on  vient  d'mdiquer 


Tableau  LI. 


LONGITUDE  MOYENNE. 

RAYON  VECTEUR. 

SATELLITE. 

ARGUMENT. 

— 

— 

COEFFICIENT    DU    SINDS. 

COEFFICIENT    DU    COSINUS. 

/-/ 

o",  1  /l  3 

// 

1  "  satellite 

'            2/'  -2/ 

O  ,i6i 

—  0,000001/12 

3/'  -  3/ 

o  ,012 

// 

/   -/' 

o  ,i83 

0,00000068 

2/    -2/' 

o  ,o43 

—  0,00000080 

3/   -  3/' 

o  ,017 

—  o,oooooo5i 

2*^  satellite , 

M  -  M 

l"  -  /' 

0  ,010 
0,382 

// 
0,00000379 

2r-2/' 

0  ,i38 

0,000001 12 

3/"  -  M' 

G  ,061 

0,00000097 

fil" -M 

// 

0,00000096 

1 

i  - 1" 

0   ,088 

—  o,oooooi33 

3°  satellite 

2l'  -2l" 

0  ,029 

—  0,00000080 

U  -  31" 

0  ,008 

—  0,00000099 

2r-3/"+r 

—  0  ,090 

/i 

fi"  satellite 

2r'-3i"-^i 

0  ,  1  3  2 

0,00000253 

3/"'._  /j/"+/' 

0  ,009 

0,000000 '19 

C.  Inégalités  des  longitudes  et  des  rayons  vecteurs,  produites  par  les  perturbations 
des  excentricités  et  des  longitudes  des  périjoves. 

22.  Parmi  les  inégalités  introduites  dans  les  longitudes  et  les 
rayons  vecteurs  par  les  perturbations ,  du  troisième  ordre,  des  ex- 
centricités et  des  longitudes  des  périjoves,  celles  qui  sont  de  degré 
zéro  et  présentent  trois  petits  diviseurs  ont  été  développées  ou  indi- 
quées dans  la  première  partie  :  elles  dépendent,  pour  chaque  sa- 
tellite, de  rargument  de  la  grande  inégalité  correspondante. 
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Relativement  au  premier  satellite  : 

1  *"  Les  termes  du  premier  degré  de  -y-  et  -^  ont  conduit  à  Tin- 
égalité  (XXIII)  (p.  102),  laquelle  donne 

S'v  =  --  4", 4 5 3  sin  (2/  —  2/),       8-r  =  —  o,ooooG53 1  cos(2/'—  2/); 

2°  Les  termes  du  second  degré  d'argument  al'—l  ont  conduit 
à  l'expression 

[Ll]    ^,;_  __i__  jAB-^+  2  [3PB-^-  2  (R  +  S)  BB'+  (Q  +T)  B'^-]  j  sin(2/'-  2/), 

d'où  l'on  conclut 

8-i;  =  —  o",2/ii  sin(2/'—  2/) ,       St  =  —  0,00 G 00 3 5 4  cos(2/'—  2/); 

3"  Les  termes  d'ai'gument  6/'—  3/  ont  fourni  la  formule  (XXIV) 
(p.  1  o5) ,  qui  donne 

3-y  =  — 3^,928  sin(2/'— 2/),        8t  =  — 0,0000676!  cos(2/'— 2/); 

/i"  Enfin  les  termes  d'argument  l^l"—l,  dont  l'expression  a  été 
donnée  plus  haut  parla  formule  [i3]  (p.  85),  conduisent  à  l'in- 
égalité 

TT  TTT                  o.                3IB- —  2 JBB"  +  KB"'^    '    I    II        i\ 
rLIIl  3-y  =  — 2 r^ sm2/  — 2/, 

qui  n'avait  pas  été  rapportée,  à  cause  de  la  petitesse  du  coefficient, 
et  d'où  l'on  tire 

8-y  =  — o",oi6sin(2/'—  2/),       8t=  — 0,0000002 /^  cos( 2/'—  2/). 

Dans  la  théorie  du  second  satelhte  : 

1  "  Les  termes  du  premier  degré  de  -j^  et  —  ont  foiunii  l'inéga- 
lité (XXV)  (p.  111),  qui  donne 

^v  =—  9",952  sin(/  — /'),  8t'=o, 00023220  cos(/  —  /'); 

SaV.  ÉIT.ANG.   t.  XXX. —  M"  ].  ili 
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2"  Les  ternies  du  second  degré  d'argument  2/'  -  /,  donnés  par 
la  l'ojmule  [16]  (voir  plus  haut,  p.  8()),  conduisent  à  l'inégalité 

[LUI]    ^v'^  ^^  _  ^; ,  ^  ^  \  A:iy^ -  2  ^,  [(R,  +  S) B^-  2  (Q+T)  BB  +  '^VW^  \  sin  (/  -  /') , 

d'où  l'on  lire 

3"i;'=  —  o",3/io  sin(/—  /'),  8t'=  0,00000794  cos[l—  /  ); 

3"  Les  termes  du  second  degré  d'argument  2/"—  /'  donnent 
une  inégalité  dont  l'expression  se  déduit  de  la  formule  [Ll]  par 
l'addition  d'un  accent  à  chacune  des  quantités,  sauf  pour  le  cocf- 
licient  A,  qu'on  remplace  par  A2  et  dont  l'argument  2/"  -  2/  peut 
se  ramener  à  /      /'  :  on  en  tire 

S-y'=  — o'',o35  sin(/— /'),  8t'=  0,00000081  cos(/— /'); 

/i"  Les  termes  d'argumenl  6/'—  3/  et  ceux  d'argument  6/' --  3/' 
ont  fourni  les  deux  inégalités  réunies  dans  la  formule  (XXVI) 
(p.   112),  et  ([ui  donnent,  la  première 

a-ï;'=-3"',7 78  sin  (/-/'),         Sr'- 0,000088  1 /i  cos(/ - /'), 

la  seconde 

3-u  ==—  2",795  sin(/  —  /'),         3t'=  o,oooo()5'^3  cos  (/—  /'). 

En  ce  qui  concerne  le  troisième  satelhle  : 

1  "  f jCs  termes  du  premier  degré  de  -rr  el  -j-  ont  conduit  à  l'in- 
égalité qui  forme  le  premier  terme  de  l'expression  (XXVll) 
(p.    1  I  3),  lequel  donne 

B-v"=—  1  ",973  sin(/'— /"),         St"=  0,0000073/15  cos(/'~ /"); 
2"   Les  termes  du  second  degré  d'argumenl  il"  —  I  prodmsenl 
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une  inégalité  dont  la  Formule  se  déduit  de  [LUI]  par  l'addition 
d'un  accent  à  clia([ue  lettre  (la  lettre  \^  étant  changée  en  /V")  et 
tjui  donne 

Q-u"--=  —  o'',o8()  sin(/'  — /"),         3t"=o,ooooo32'^  cos(/'— f); 

o"   Les  termes  d'argument  61  —M  ont  Fourni  le  second  terme 
de  la  formule  (XXVll),  d'où  l'on  lire 

3-/==  — o",889  sin(/'~  f),        St"=o,oooo3oo8  cos(/'  — /"); 

4 -'  Enfin  l'argument  ^/"—  /  conduit  à  Fmégalité 
Il  nn  o.  '/  '"\/^'  JB- —  2KBB"  +  3L,B"-    •    / ,/      ,rf\ 

laquelle  donne  les  résultats  insignifiants 

3-f=  o",oo/i sin(/'—  /"),        3-/=—  u,uooooo  1  /|  cos(/'^ /"). 

Toutes  ces  inégalités  sont  résumées  dans  le  tableau  cjul  suit  : 


Tableau  LU. 


SATELLITE. 

ARGUMENT. 

LONGITUDE. 

COEFFICIENT    DU    SIMS. 

RAYON  VECTEUR. 

COEFFICIENT    DL    COSINUS. 

1"^  satellite 

2'  satellite 

■li-2l 
l-i 
l'-l" 

~    «",6. H  (S 

—  iG  ,yoo 

—  2  ,9/14 

—  0,000  i  2670 
0,00009 '13  2 
0,000  10961 

3'  satellite 

23.  On  obtient  des  résultats  moins  sensibles,  mais  non  encore 
négligeables,  en  considérant  celles  des  inégalités  de  degré  zéro  qui 
ne  présentent  que  deux  petits  diviseurs,  et  qui  dépendent  aussi  des 
angles  respectifs  2/'— 2/,  /  — /',  /'-/".  Les  plus  imporlantes  de  ces 
inégalités  ont  été  signalées  au  numéro  dA  de  la  première  partie 

i/i. 
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(p.  loG)  el  reconnues  négligeables  au  degré  d'approxinialion  que 
l'on  avait  alors  en  vue;  mais  nous  devons  y  avoir  égard  ici,  en 
même  temps  qu  à  J)eaucoup  d'autres. 

„  •        1-  •    r  1     1  rf/i     dh'     dh"  j         ,  • 

En  premier  lieu,  si  ion  prend  dans  y^,  -y-,   -j-  les  termes  de 

degré  zéro,  et  qu'on  y  fasse  varier  les  éléments  a,  a,  a"  à  raison 
de  leurs  inégalités  du  second  ordre  rapportées  plus  haut  dans  le 
tal)leau  XLll,  on  peut  combiner  les  arguments  de  manière  à  pro- 
duire l'un  des  angles  2/  —  /,  2/"—/',  ce  qui  amènera  par  l'intégra- 
tion un  second  petit  diviseur  dans  B-Ji  et,  par  suite,  dans  Sr  et  ^v. 
L'ensemble  des  termes  ainsi  obtenus  donne  : 


Tableau  LUI, 


SATELLITE. 

ARGUMENT. 

LONGliUDE. 

COEFFICIENT    DU    SIMS. 

HAYON   \ECTEUI;. 

COEFFICIENT     DC    COSINIS. 

1"  satellite 

2''  satellite 

2^-2/ 

i-r 

l'-l" 

—  o",')ô6 

—  0    ,07.3 

—  0    ,0  1   'l 

—  o,ooooo6o'S 

0,00000170 

o,ooooooô3 

3'  satellite 

Si  l'on  prend  ensuite  les  termes  du  premier  derjré,  et  qu'on  y  in- 
troduise les  variations  du  second  ordre  des  éléments  h,  /.,  //,  . .  . 
données  par  les  formules  (5o),  lesquelles  présentent  deux  petits 
diviseurs,  on  ol)tient  de  nouvelles  inégalités  de  l'espèce  cherchée, 
en  choisissant  pour  arguments  de  départ  les  angles  respectifs 
2/,  2/',  2/".  Les  formules  de  ces  inégalités  ne  dllTèrent  des  for- 
mules [XXVll]  à  [XXXI],  données  plus  haut  (p.  79  à  81),  que 
par  le  changement  des  coefficients  1),  B,  1>"  en  —  D,  -D',  —  D" 
respectivement.  Le  même  changement  dans  la  formule  [XXXII] 
donne  aussi  quelques  termes  relatifs  au  quatrième  satellite. 

Les  mêmes  termes  du  premier  degré,  par  l'emploi  des  formules 
(2^)  et  d'inégalités  choisies  des  élémenls  a,a',  a\  peuvent  acquérir 
l'argument  2I  —  l  ou  l'argument  2/"—  /',  ce  qui  amènera  un  second 
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petit  diviseui',  et  de  là  résulteront  dans  les  longitudes  et  les  rayons 
vecteurs  r[uelqucs  nouveaux  ternies  semblaljles  aux  précédents. 
Le  tableau  suivant  résume  les  inégalités  déduites  des  termes  du 


)remier  degré 


Tableau  LIV. 


SATELLITE. 

ARGUMENT. 

LONGirUDE. 

COEFFlClrNT    DU    SIM:S. 

HAY(JN  VliCTELIi. 

COEFFICIENT    DU    COSIMS. 

1^'  satellite 

0^  satellite 

2/' -2/ 
l  -  l" 

3r_3r+r 
3r-/ir+r 
i  -  r 

—  o",  lOO 

—  o  ,090 

—  0  ,0 1  fl 

0  ,016 

—  0  ,016 

—  0  ,007 

0,000001  20 

—  0,000002  10 

—  0,00000062 

0,00000  loi 

—  0,000001 1  1 
0,000000  i  3 

3^  satellite 

'i"  satellite 

Prenons  enfin  les  termes  du  second  degré  des  mêmes  expressions 

ddh      dh       dh"       ,  ii  r  •        1         'i  '  1 

e    -^,   -7-,    -T-   et  supposons  que  ion  y  lasse  varier  les  éléments 

A,  A',  h'...  Si  Ton  emploie  exclusivement  les  formules  (24),  on 
n  obtient  que  des  résultats  insensibles,  car  on  ne  doit  calculer  ici 
que  les  inégalités  présentant  deux  petits  diviseurs  seulement,  celles 
qui  en  contiennent  trois  ayant  été  déjà  considérées  dans  le  numéro 
précédent. 

Il  en  est  un  peu  autrement  si  l'on  emploie  simultanément  les 
formules  (2/i)  et  d'autres  formules,  telles  que  (22)  (i""*^  partie, 
p.  63),  qui  donnent  aussi  pour  les  éléments  h.  A,  //. ..  des  inégali- 
tés de  degré  zéro.  Relativement  au  premier  satellite,  par  exemple, 
si  l'on  fait  usage  des  formules  (2 4)  et  (2  2) ,  on  est  amené  à  prendre, 
comme  termes  de  départ,  ceux  dont  l'argument  est  l'un  des  angles 

/,        /',        3/'- 2/,        4/'- 3/,        4/'-/,        5/'-  2/; 


rarffumentlinal  devenant  2/'—  /,  l'intégration  introduit  un  deuxième 
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pelll  diviseur  clans  S'A  et,  piu'  suite,  dans  Sr  et  B-v.  Pour  le  second 
satellite,  on  ajoute  aux  arguments  précédents  les  suivants: 

/,        3/2/,        M"-3l\        M"-l\        51"- 2I'; 

pour  le  troisième  satellite,  on  prend  les  derniers  angles,  en  }  joi- 
gnant l'angle  /. 

On  obtient  ainsi  les  nombres  du  tableau  suivant  : 


I.V. 


s  \TEI.Ln  E. 

\RGUMEM. 

l,U\(,ITLDK. 

r.DI  FFlClENf     Dl     MM  S. 

1!  VlON  VECTEUU. 

COKl'FlCIlvXT    DU     CO.SIMS. 

1*^'  satellite 

2l'-->l 

0    ,725 

0  ,o'ifl 

—    0    ,01^ 

0,0000  io5  1 

-      G, 00000  1  t)() 
0,00000057 

2"  satellite 

3""  satellite 

Quant  à  celles  des  inégalités  8-A,  B-k,  B-/i\  . . .  (|ui  dépendent  des 
excentricités,  les  plus  considérables  seront  msigniliantes,  malgré 
la  j)résence  de  trois  petits  diviseurs.  Ces  dernières  seraient  pour  le 
troisième  ordre  ce  que  sont  les  formules  [9]  (p.  65)  pour  le  pre- 
mier et  les  fornuiles  [27]  (p.  89)  pour  le  second;  elles  dépen- 
draient aussi  de  l'angle  fil  —  2/  —  ^/  — (3,  et  par  suite  elles  amène- 
raient dans  les  longitudes  et  les  rayons  vecteurs  de  nouveaux  termes 
contenant  respectivement  les  argmuents 

4/'-3/-^/-iS,    '61' -2l-gl-^,    ■M"^2l-gl-^. 

PoiN-  obtenir,  par  exemple,  celles  (|ui  se  lapportenl  au  premier 
satellite,  il  faudrait  employer  : 

I  **   les  inégalités  [27]  dans  les  termes   du  premier  degré  non 

.  •    j-  1     rf/i 

périodiques  de  -y-; 
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2°  les  illégalités  (5o)  et  les  Tormules  (i3)  (  i''"  partie,  p.  99 
et  39)  dans  les  termes  du  second  degré  en  2/'—  /,  6/'—  3/  et  M"  —  /; 

3"  les  inégalités  (2/1)  (i'"^  partie,  p.  66)  et  les  formules  (i3) 
dans  les  termes  du  troisième  degré  dépendants  des  angles  4/'  —  2/ 
et  8/-  M 

Les  inégalités  du  second  de  ces  trois  groupes  se  déduiiaieiil 
immédiatement  des  formules  [11],  [12],  [1^]  trouvées  plus  haut 
(p.  8/i  et  85) ,  parle  simple  changement  de  B,B',B''en  -  D,-  D',  — D" 
respectivement. 

Pour  former  celles  du  troisième  groupe,  on  prendrait  dans  y 

les  expressions  [Ai],  [4 2],  [-44]»  qui  seront  données  plus  loin 
(n"*  20),  et  l'on  v  remplacerait  deux  des  facteurs  /i,  k,  h\  .  .  . 
pailles  valeurs  (2/i)  et  le  troisième  par  la  valeur  (i3). 

Si  l'on  considère  la  petitesse  des  coefficients  produits,  au  second 
ordre ,  par  les  formules  [27]  dans  les  longitudes  et  les  rayons  vec- 
teurs, coefiîcients  dont  Tenseml^le  constitue  le  tableau  XLVll 
(p.  90),  on  conçoit  que  les  termes  du  troisième  ordre  qu'on  ob- 
tiendrait par  les  nouvelles  formules  seront  entièrement  négligeables, 
ce  que  j'ai  du  reste  constaté  partiellement. 

Les  nouvelles  formules  ne  pomTalent  non  plus  produire  que  des 
résultats  insignifiants  dans  la  recherche  des  termes  du  quatrième 
ordre  des  longitudes  moyennes.  Si  fon  considère,  en  effet,  les 
termes  des  longitudes  movennes  ol)tenus,  au  second  ordre  par 
l'emploi  des  formules  [9],  au  troisième  ordre  par  l'emploi  des  for- 
mules [27],  on  voit  que  les  coefficients  correspondants  deviennent 
au  moins  dix  fois  plus  petits  quand  on  passe  du  second  ordre  au 
troisième  ;  il  y  a  lieu  de  supposer  que  la  même  loi  de  décroissance 
se  maintiendrait  dans  le  passage  au  quatrième  ordre,  et  fpie  les 
nouveaux  coefficients  seraient  tout  à  fait  négligeables. 
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INEGALITES    DES    LONGITUDES    ET    DES   RAYONS   VECTEURS, 
DU  QUATRIÈME  ORDRE    PAR  RAPPORT  AUX  MASSES. 

24.  Il  est  nécessaire,  au  degré  d'approximation  que  nous  pour- 
suivons, d'avoir  égard  aussi,  pour  chacun  des  trois  premiers  satel- 
lites, à  quelques  inégalités  qui  dépendent  de  la  quatrième  puis- 
sance de  la  force  perturbatrice  ;  ce  sont  : 

i*'  les  inégalités  des  longitudes  moyennes,  du  premier  degré  et 
d'argument  il  —l  —  gt—-  ^\ 

2"  les  inégalités  des  longitudes  et  des  rayons  vecteurs ,  de  degré 
zéro  et  présentant  les  arguments  des  grandes  inégalités  respectives. 

Si  l'on  considère,  en  effet,  les  termes  de  ces  deux  espèces  obte- 
nus successivement  en  s' arrêtant  au  premier  ordre  par  rapport  aux 
masses,  puis  au  second  ordre  et  au  troisième,  on  voit  que,  quand 
on  passe  d'un  ordre  au  suivant,  les  nouveaux  coefficients  sont  des 

fractions  des  précédents  au  moins  égales  à  —  •  il  }  «^  YiQW.  de  penser, 

d'après  cela,  que  Ton  trouvera  encore  dans  le  quatrième  ordre, 
surtout  parmi  les  termes  de  la  deuxième  espèce,  quelques  coeffi- 
cients ,  relatifs  aux  longitudes ,  qui  approcheront  de  i  ". 

a.  Inégalités  des  longitudes  moyennes. 

On  peut  obtenir,  dam  les  longitudes  moyennes,  des  inégalités  du 
(jualiième  ordre  ç^ui  présentent  cinq  petits  diviseurs.  H  suffit  pour  cela 

de  prendre,  dans  les  expressions  de  ^,,   ^~~-,   -Â-,  certains  termes 

choisis  et  d'y  introduire  trois  petits  diviseurs  par  les  variations 
des  éléments  :  fintégration  y  amènera  deux  autres  petits  diviseurs, 
si  l'argument  final  est  fun  des  angles  il'—l,  2/"—/',  ou  de  leurs 
multiples.  Pour  ne  pas  dépasser  le  premier  degré  relativement  aux 
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excentricités,  on  ne  devra  faire  varier  que  les  éléments  /r,  A,  k\  . . .  , 
et,  pai^mi  les  variations  de  ces  éléments,  on  ne  devra  employer  que 
celles  qui  sont  de  degré  zéro  ou  du  premier  degré,  et  qui  en  même 
temps  présentent  de  petits  diviseurs,  c'est-à-dire  celles  dont  Tar- 
gument  est  2l'—l  ou  4/'— 2/,  ou  peut  se  ramener  à  l'un  de  ces 
deux  angles.  11  faut  d'après  cela  que  fargumcnt  du  terme  de  dé- 
part soit  lui-même  un  multiple  de  2/'—  /  ou  de  2/'—  /'. 

Parmi  les  inégalités  de  degré  zéro  des  éléments  h,k,  li\  . . . ,  nous 
devrons  employer,  outre  les  formules  (2  A)  et  (00)  (  1 '"'^  partie , 
p.  66  et  99),  des  formules  analogues,  dépendant  du  cube  de  la 
force  perturbatrice,  que  nous  écrirons  sous  la  forme 

1   crA  =Lsin(2/'— /)  ,  S^/."  =L cos( 2 /'—/), 

[33]        ^//  =  -L'sln(2/'-/),        ^A'^^-L'cos  (2 /'-/), 

(  ar//'=-L"sin(2r-/'},     3-r=-L"cos(2r-/'}. 

On  obtiendra  les  valem^s  numériques  des  nombre?' positifs  L ,  L',  L  ", 
qui  sont  de  simples  rapports,  en  prenant  dans  le  tableau  LU  (p.  107) 
les  coefficients 

-8",638,       -i6",9oo       -9.'\(jhf\, 

obtenus  pom-  les  longitudes,  et  les  midtipliant  par  -  arc  1"  (au 
signe  près)  :  on  trouve  ainsi  pour  ces  nombres  les  logarithmes  sui- 
vants : 

L. . .   5,32  10  L'. . .   5,6125       I/. . .   6,8535. 

Quant  aux  inégalités  des  éléments  A,  /. ,  //',  .  .  .,  qui  dépendent 
des  excentricités,  nous  les  réduirons  auK  formules  [9]  et  [27] 
(voir  plus  haut,  p.  65  et  89),  les  formules  analogues  que  fon  pou- 
rait  obtenir  dans  le  troisième  ordre  ayant  des  coefficients  trop 
petits,  comme  il  a  été  dit  ci-dessus  à  la  fin  du  numéro  2  3.  Enfin 
nous  ferons  aussi  u.sage  des  formules  (  i3)  (i"""  partie,  p.  09). 

Sav.  étrang.  t.  X\\.  —  N"  1.  !-> 


114 


M.  SOUILLART. 


Observons  que  les  coefficients  B,  B',  B"  des  formules  (24)  et 
les  coefficients  x,  x\  x"  des  formules  [9]  dépendent  de  la  première 
puissance  des  masses  et  présentent  un  petit  diviseur;  que  les 
coefficients  D,  D',  D"  des  formules  (00)  et  les  coefficients  j,  y\  y" 
des  formules  [27]  sont  du  second  ordre  et  présentent  deux  petits 
diviseurs;  enfin,  que  les  coefficients  L,  L',  L"  des  formules  [33] 
sont  du  troisième  ordre  et  présentent  trois  petits  diviseurs. 

Cela  posé,  occupons-nous  d'abord  du  premier  satellite  et  considé- 
rons successivement  les  termes  de  -~  qui  présentent  les  arguments 


2/'—/,        [il'—il, 


G/' -3/, 


4/"-/,     Sl'-àl. 


Les  termes  du 


lier  desré  en  2/'—  /  ne  donnent  rien. 


premiv-x  ^^^. 

Les  termes  du  second  degré  en  lil'—  2/,  dont  fexpression  a  été 
donnée  plus  haut  par  la  formule  [29]  (p.  g  II),  fourniront  de  trois 
manières  différentes  des  termes  de  l'espèce  cherchée,  quand  on 
remplacera  dans  les  expressions  k'  —  /«^,  ikh,  .  .  .  chacune  des  quan- 
tités h ,  k ,  II' ,  .  .  . 

1"  par  la  somme  des  valeurs  (2/1)  et  des  valeurs  [27]; 

2"  par  la  somme  des  valeurs  (5o)  et  des  valeurs  [9]; 

3"  par  la  somme  des  valeurs  [33]  et  des  valeurs  (i3). 

Désignant  par  la  caractéristique  Sl^  les  inégalités  du  quatrième 
ordre,  on  obtient  la  formule 


[i^v: 


',p^ 


6n 


ô7r]B+(o^B')j4-'-^((rg)B  +  [r^B')y 


[ji  —  211' + ^ 


:,   <    +      0,1 


^1 

D+ r5:i)D')  ,r- ^  (cî;^  D-f  [i;^D')  .t' 

" —  jn  y  a     '~ —  


-[-(^L-fro^L')-  !!iV^'((Î^L-f[T^L')V 

m  \Ja      —  


xMsin(2r-/-_7/-|S), 
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laquelle  donne,  pour  les  (jualrc  valeurs  de  ry,  les  eoeflicients  res- 
pectifs 

o",oo3,        —  o",o5i,        —  o'/iyy,        —  o",  i48. 

Considérons  maintenant  les  termes  du  troisième  deoré,  et  en 
premier  lieu  ceux  qui  dépendent  de  Tangle  6/'—  3/,  dont  l'expres- 
sion a  été  donnée  plus  haut  par  la  formule  [3i]  (p.  9G).  On  peut 
les  traiter  d'abord  par  les  formules  (2/1)  et  [9],  et  cela  de  deux 
manières  différentes  : 

1°  en  mettant  dans  les  facteurs  du  second  degré  la  somme  des 
valeurs  (24)  et  [9],  et  dans  ceux  du  premier  degré  les  valeurs  (2/1); 

2°  en  mettant  dans  les  facteurs  du  second  degré  les  valeurs  (  2  /|  ) , 
et  dans  ceux  du  premier  degré  les  valeurs  [9]. 

On  peut  les  traiter  aussi  par  l'emploi  simultané  des  formules 
(24^),  (5o)  et  (  1  3),  et  cela  de  trois  manières  différentes. 
On  obtient  ainsi  l'inégalité 

,  (3EB2+2FBB'  +  GB'2)^-(FB^+2GBB'+3HB'^)a;' 

\§p^, '^ — -     +2r3EBD  +  F(BD'  +  B'D)  +  GB'D'l  ' 

( -2[FBD  +  G(BD'+B'D)  +  3HB'D']>' 

d'où  résidtent,  pour  les  quatre  valeurs  de  g,  les  coefficients  respectifs 
0,007,       —0,097,       —0,275,       — o,ia7- 

Les  termes  du  troisième  degré  en  2l'—l,  dont  l'expression  a 
été  donnée  plus  haut  (formule  [3o],  p.  96),  traités  comme  les 
précédents,  conduisent  à  la  formule  analogue 

|[PB2-2SBB'+(Q-T)B'2]^+[(R-S)B-^-2TBB'+UB'-].r' 

S^P  =  -: ^^-— J  +  2rPBD-S(BD'+B'D)  +  (Q-T)B'Dn  [ 

[  +  2[(R-S)BD-T(BD'+B'D)  +  UB'D']V  I 

XMsin(2/'-/-^^-|S). 

i5. 
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On  n'en  conclut  que  les  coefficients  insignifiants 

//  --o",002,  —  o",007,  —  o",Oo4; 

niais  cette  formule  servira  à  obtenir,  relativement  au  second  satel- 
lite, des  coefficients  un  peu  plus  sensibles. 

Quant  aux:  termes  du  troisième  degré  en  kl"  ~  l,  finégalité  qui  en 
résulte  étant  négligeable,  aussi  bien  dans  la  tbéorie  du  troisième  sa- 
tellite que  dans  celle  du  premier,  nous  n'en  donnerons  pas  la  formule. 

Parmi  les  termes  du  quatrième  degré,  considérons  d'abord  ceux 
qui  dépendent  de  fangle  SI' —  lil.  Pour  les  former,  posons 

m'an 


R^^^,,  =  ^c'>  cos(8/'-  /i/-  /itff)  -  -#eV  cos(8/-  àl  -  -c^'-  S-cr) 

H- ÇjVV"^ cos (S /'-  /| /-  2-55- 27s)-  ^^ec'"^ cos (8 l-l[l- Sts'- tïï) 
+  ëe'"  cos(  8/'-  M  —  /l'cy') , 

les  coefficients  &,  ^,  Q,  .  ■  >  étant  donnés  par  les  formules 

r^nûm^o^  _^(,.  ^  gS^  ^W   ^    8oAf  +  .  3  A'^'  +  A!'^')  , 

g..'!!^(5757A''^'4-9i3iAf  +  54iAf +  8/iAif'H-6Af), 
5=^^(^A^-f-^Af-f382A^'  +  58Af^-f  AAf), 
.5  =  'IÎ^(,o.7A^^'-f:^Af^-l-ioiAi,'''+i5A;^'''^A;'^^^^ 

d'où  fon  dédnil ,  pour  leurs  logajitbmes,  les  noni])res  suivants  : 
2,22  10,     rj...   2,992 i     Çj...    J,3i77,      ^i). ..    1,328.5,     r)...   2,9i5i 
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On  aura  dans  ^^  les  termes  suivants ,  où ,  pour  abréger,  nous 
remplaçons  par  x  l'angle  8/'—  l\l: 


1    d'-p 
1211  dt- 


3/,] 


# 


5: 


5 


[k'  -  /i%{h^  -  II')  sln  x~  2lik  cos^' 

—  2 M  [(/i-^  —  h-)  cos.r  +  2hk  sin  x 

[k^  -  h'-)  [{kk'^/ih')  sln  X  -  (/fA'+ AA' 

—  2hk  [(/.//—  AA)  cos,r  +  (AA'+  AA' 

{k'-'~  h'-')  [{k'  -  A-^)  sln  X  -  2 AA  cos  X 

—  2 AT  [(A-  —  A"^)  C0SX+  2AA  sin  X 

(A'-2_p)  [(Ai'_  AA')  sin  :c  -  (/.•A'+ AA' 

—  2 AT  [(A^'-  AA')  cos.r  +  (/-A'-f-  AA' 

(  A'2-  A'2)  [(  A'-^-  A'-^)  sin  x  -  2  li'k'  cos  x 

—  2  A'A'  [(  A'-  —  A''^)  cos  r  +  2  A'A'  sin  x 


00  s. r] 
siii  j-l 


cosx] 
sln  x] 


Si  l'on  remplace  dans  les  premiers  factems  de  chaque  terme  les 
quantités  A,  A,  A',  A'  pai^  les  valeurs  {^à)  et  dans  les  seconds  fac- 
teurs ces  mêmes  cpiantités  par  la  somme  des  valeurs  (24)  et  (10), 
et  si  l'on  fait  ensuite  l'inverse,  on  aura  deux  groupes  de  termes 


dont  l'ensemble  conduira  à  l'inégalité 


1211 


[LVIII]    S.p^, ^^Vt.       .  MMsin(2r-/--v'-i3). 

L  J      4r     (n-2n+sr)^   _(^fB3+2gB2B'-h3SBBVlc3B'3)X'  ^  ^      ^' 


Les  coeiFicients  qui  en  résultent  pour  les  quatre  valeurs  de  cj 
sont  respectivement 


Il  r-  Il         r*  r-  Il  h  'I         /' 

0,000,  —0,060,  —0,110,  — 0,o()2. 
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Examinons  maintenant  les  termes  du  quatrième  degré  qui  dé- 
pendent de  l'angle  Ixï  —  2/,  et,  pour  les  former,  posons 


m  an 


^  Rj„  ,j=  [($e'+  %V-)  cos(4/'-  2/-  2tiT)  +  [^e'e  +  $ce')  cos{hl'-  il 
+  (SeV-^  +  t)e'*)  Q,os[kï-  2I-  2-©') 
+  '''PeVcos(/t/'-2/-3'cy  +  'cy')  +  \<^ee'^cos(/ir-2/-3'cy'+'CT), 

les  coefficients  ^ .  '^    •  •  •  ayant  les  valeurs  suivantes  : 

16/:/  V        o  0       1     '         -  •'  '  / 

^_^(_i/io8A(^^-39oAi''^-f/t2Af  +  6oA^^^+i2Af^), 
^  =  'I!|^  (/^62A(^'  +  1 38Af^  -  blxh^f  -  54Af  -  1  2 Af  ) , 
S  =  î!î^(^,o7U^^'  +  27oAf'-78Af-66Af-i2Af), 
G  =  'li^(-3oU''>-6oAf^-f8/iAf  +  6oAf+i2Af'), 
D^'i!^(^_2/i2A(^'--^Af^  +  38Af  +  2/iAf  +  4Af'), 
^  =  "^(57oA^^^  +  ^Af-2A^^'-i8Af-/lAf). 
l^=.îî!^fi43A(')-i^AS^^-38A'^^-22Ai^)-/tA';'--^;^), 

d'où  l'on  déduit,  pour  leurs  logarithmes,  les  nomlires 

$...-3,6266,    ^..-^,5890,    cR...  3,9468,     S 2,6o58, 

^...-3,1799,  t)...  -2,io5i,    '^... "2,0543,  ^^> -3,9909. 


TS  —  TS 
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Les  termes  à  considérer  seront  les  suivants,  oi'i,  pour  abréger, 
nous  désignons  encore  par  x  Targument  lit—  2I  : 

^  f^  =  -  [^i^  (A-^  +  J^)  +  ^(//-^  +  k'')]  [{k'  -  h')  sin  ^  -  2  hk  cos  x] 

-[Sl{Ji'^k')+S(h'-'+k'')][{kk'-hh)smx-{kh'-hhk)cosx^ 

-  [S  [¥  +  k")  +  XD  (h'-'  -h  P)]  [(P-  A'-^)  sin  X-  2  //A'  cos  x] 

[kk''\-hli)[[k^  —  h^)  s'm x—'2hk  cos .2;]  j 
[hk'—kh')[[k'^  —  h-)cosx+2hk   s'mx]  ) 

(/iA:'+  /i/i')  [  (Â:'"^  —  A''^)  sin  j;  —  2///.'  cos  j:]  j 
(M-M')[(P-//-^)cosa;+2/<Tslna;]  1 


[35] 


En  les  traitant  comme  ceux  d'argument  Sl'—l\.l,  on  arrive  à  la 
nouvelle  inégalité 


6n 


[2  ^B3-  (a  +  3^)  B-^B'+  9^BB'2-  (S  -  X^)  B'^] 


LIX]        j    '^     ln-2n'  +  gf  j  +  [(<a _\?) B^- 2SB'^B'+ (S  +  3X?>)BB'2- 2 OB'^] A' 

xMsin(2r-/-^f-|3), 


dont  les  coefficients  atteignent  à  peine  o',ooi . 

Relativement  au  second  satellite,  on  am^a  à  considérer  dans  l'ex- 
pression de  -Â  les  termes  qui  dépendent  des  angles 

2l'~ /,  2I"- 1\ Ixï-  2/,  /if- 2/',  6/'- 3/,  6/"- 3r,  8/'-  M,  SI" -M'. 


Ceux  de  ces  termes  qui  proviennent  de  la  fonction  R^j  pj  ne  dif- 
fèrent, en  général,  que  par  un  facteur  constant  des  termes  sem- 
blables  introduits  dans  -j^  par  la  fonction  R^q  ^j  :  les  inégalités 
qu'on  en  déduira  peuvent  s'obtenir  en  multipliant  par  le  nombre 


m'  msja 


A\ 


itellit( 


^  celles  qu  on  a  trouvées  pour  le  premier  satellite 

'i   m'sja'  ^  ^  ^ 
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Ici   encore  les  termes   du  premier  degré  en  2/  —  /  et  2/  —/'ne 
donnent  rien. 

Pour  les  termes  du  second  degré  en  Ixï ~  2/,  en  multipliant  par 

le  nombre -^  les  coefficients  qu'a  donnés  la  formule  [LVl , 

on  obtient  les  coefficients 

'/  Il  II  ^  Il  Q    - 

—   0,002,  0,029,  0,109,  0,000. 


Pour  les  termes  du  troisième  degré  en  6/'—  3/,  on  obtient  de 
même,  au  moyen  des  coefficients  calculés  par  la  formule  [LVl], 
les  suivants  : 

—  o",oo/i,        o",o5r),        o",  108,        o",o8/i. 


Pour  les  termes  du  quatrième  degré  en  8/'  —  4/,  les  coefficients 
déduits  de  la  formule  [LVIII]  donnent  de  même  les  suivants  : 

Il       ')  '/     ')  //  Il     .,  /• 

—  0,000,        0,007,        0,091,        0,000, 

En  ce  qui  concerne  les  termes  du  troisième  degré  en  lï—l 
et  ceux  du  quatrième  degré  en  /|/'—  2/,  11  y  aurait,  avant  d'effec- 
tuer la  multiplication  par  le  facteur  constant,  à  modifier  légère- 
ment certains  coefficients  djs  formules  correspondantes;  mais  ces 
termes  ne  conduisent  qu'à  des  inégalités  insignifiantes. 

Ceux  des  termes  de  —  qui  proviennent  de  la  fonction  R^,  2) 
peuvent  se  déduire  des  termes  correspondants  introduits  dans  ~ 

par  la  fonction  Pi(oj),  en  y  mettant,  au  lieu  des  quantités  relatives 
aux  deux  premiers  satellites,  les  quantités  analogues  relatives  au 
second  et  au  troisième.  Il  en  est  de  même  des  inégalités  qu'on 
en  déduit. 
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Si  nous  considérons,  en  premier  lieu,  les  termes  du  second 
degré  d'argument  f\ï' —  il',  la  formule  des  inégalités  qui  en  ré- 
sultent s'obtiendra  au  moyen  de  la  formule  [LV]  par  les  change- 
ments qu'on  vient  d'indiquer,  en  ayant  soin,  pour  la  troisième 
ligne,  de  mettre  X'M  et  X"M  au  lieu  de  M  et  X'M.  Pour  ramener 
l'argument  à  être  2l'~l  —  (jt  —  ^  au  lieu  de  af— /'  — çf— j3,  on 
devra  aussi  changer  tous  les  signes.  Il  vient  ainsi 


([rT2]B'  +  (T3B'')r'  +  -^((22)B'  +  [23B'')v 


\/a" 


J  p'- 


6n' 


H-2n-\-gy\       VL_î— J  ^ — ^       '  m'\/â'^^ —  ' 


-i'sja!' 


+  ([T^IL' +  (TT2)  L'') A- '-^ ((27Î) L' +  [23  L'') X'' 

^  ^  m  \Ja 

xMsin(2/'-/-5f/-f3). 


Cette  formule  donne,  pour  les  quatre  valeurs  de  g,  les  coeffi- 
cients respectifs 

//        —  o",oo8,        o",  192,        o",  101. 

Les  termes  du  troisième  degré  en  6/"—  3/'  donnent  de  même, 
par  imitation  de  la  formule  [LVI],  la  suivante  : 


9« 


(3E'B'^+2FB'B"+G'B"')x^'  -{F'B'^+2G'B'B"+3H'B"^).r" 
J  +  2  [  3E'B'D'  +  F'(B'D"  +  B"D')  +  G'B"D"]  X' 


-  2 [F'B'D'  +  G'(B'D"  +  B'D')  +  3H'B"D"]  X" 

xMsin(2/'-/-^^-(S), 


d'où  f  on  tire  les  coefficients 


//  —  o",oi6,        o",2  45,        o","i3o. 

Sav.  étrang.  t.  XXX.  —  N°  1. 
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Pour  les  termes  du  troisième  degré  en  2l"—l\  on  obtiendra  de 
même,  au  moyen  de  la  formule  [LVll],  la  suivante  : 


[LXII] 


S.g'-= 


3/ï' 


[P'B'2  -  2S'B'B"+ (0- r  )  B"2]  x' 
+  [(R'-  S')  B'-^-  2rB'B"  +  U'B"^]  .r" 


,9      (n-^n'  +  g,^  j  +  2 [P'B'D' -  S' (B'D" +  B"D')  +  (Q' - T ) B"D"]  V 

+  2  [ (R'-  S')  B'D'  -  T  (B'D"  +  B"D')  +  U'B"D"]  X' 
\  xMsin(2/'-/-^/-f3), 

qui  donne  les  coefficients 

//         //        o',o ]  9,        o",o  1  0. 

Les  termes  du  quatrième  degré  en  8/"—  /i/' conduiront  de  même 
à  l'inégalité  suivante,  que  Ton  déduit  de  [LVIU]  : 


S.p' 


(/irB'3+3/'B"^B"+2g'B'B"2+^J^'B"3)A' 


[LXIII]      j    '^         (n-2H'  +  .9)^|  _(/B'3+2Ç'B"^B"+35'B'B'"^+4^VB"3)A" 

xMsin(2/'-/-^/-|3). 

Les  coefficients  «S ,  -?',  .  •  •  ont  pour  logarithmes  les  nombres 
suivants  ; 

t...  2,4871,     /...  7,2600,     g'...  7,5867,     5'---  7,598.5,     cV...  7,1864; 

par  suite,  la  formule  précédente  donne,  pour  les  quatre  valeurs 
de  fy,  les  coefficients  respectifs 

Il        —0,007,        0,090,        0  ,oAo. 

Quant  aux  termes  du  quatrième  degré  en  Ixl"—  2/',  les  inégalités 
qui  en  résultent  étant  insensibles,  nous  n'en  rapporterons  pas  la 
formule. 
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Relativemenl  au  troisième  satellite,  les  seules  inégalités  de  l'es- 
pèce en  question  qui  ne  sont  pas  tout  à  fait  insensibles  sont  celles 

que  Ton  obtient  en  considérant,  dans  ■^,  les  termes  du  second 

degré  en  /j/"  — 2/',  ceux  du  troisième  degré  en  6/"— 3/',  et  ceux 
du  quatrième  degré  en  8/"—  l\l' .  Les  coefficients  de  ces  inégalités 
peuvent  se  déduire  de  ceux  qu'ont  donnés,  pour  le  second  satel- 
lite, les  formules  [LX],   [LXl],   [LXllI],  en  les  multipliant  par 

le  facteur -, — ^^;  on  obtient  ainsi  les  trois  groupes 

//  o",002,  —  o",o4.0,  —  o",02l, 

//  ■)  Il        r-  Il 

Il  0,000,  —0,001,  —0,027, 

//         o",ooi,        —  o",oi9,        —  o",oio. 

L'ensemble  des  inégalités  des  longitudes  moyennes  qui  dépen- 
dent de  la  quatrième  puissance  de  la  force  perturbatrice  est  ré- 
sumé dans  le  tableau  qui  suit  : 

Tableau  LVI. 


ARGUMENT. 

LONGITUDE  MOYENNE.  —  COEFFICIENT  DU  SINUS. 

l"    SATELLITE. 

3'    SATELLITE. 

3'    SATELLITE. 

.J-l-gt-^ 

2/'- /-</,« -/S, 

o",oi  5 

—  0  ,21/1 

—  0  ,67/1 

—  0  ,36o 

—  o",oo9 

0    ,091 
0    ,95^ 

0  ,'i9'i 

// 
0,006 

—  0    ,110 

—  0  ,oô8 

La  comparaison  de  ce  tableau  avec  les  tableaux  XX,  XXXVII  et 
XLIX,  qui  contiennent  les  inégalités  principales  des  longitudes 
moyennes  dépendantes  des  trois  premières  pui.ssances  de  la  force 
perturbatrice,  nous  autorise  à  penser  que,  si  l'on  poussait  l'approxi- 
mation jusqu'à  la  cinquième  puissance,  quelques-uns  seulement 
des  coefficients  atteindraient  les  centièmes  de  seconde  :  le  nombre 
de  ces  derniers  étant  très  limité,  nous  n'y  aurons  aucun  égard. 

16. 
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Obsenons  que  les  formules  [33]  obtenues  plus  haut  (p.  i  i3) 
nous  permettent  de  déterminer  les  plus  importants  des  termes  cla 
quatrième  ordre  contenus  dans  la  partie  non  périodique  des  rayons 
vecteurs  des  trois  premiers  satellites. 

Le  terme  -  ae^  de  l'expression  de  r  donnera  les  termes  du  qua- 
trième ordre 

[36]  '-a{Mi'-\-lk'--h2^hSli-i-2erl,Sk). 

Si  Ton  y  remplace  les  perturbations  §/i ,  Sk  par  leurs  valeurs  (24), 
les  perturbations  AA,  AA  par  leurs  valeurs  (5o),  et  enfin  les  per- 
turbations 8-A ,  Q-k  par  leurs  valeurs  [33],  il  vient 

[37]  .5,r  =  «(iD'  +  BL). 

Cette  formule  s'applique  aussi  au  deuxième  et  au  troisième 
satellite,  par  la  simple  addition  d'un  accent  ou  de  deux  accents.  Elle 
donne  les  résultats  suivants  : 

^4r=o, 00000065,      ^4/''=  0,000004.7  I ,      «54/=  0,0000001  3, 

qui  ont  déjà  été  mentionnés  plus  haiit  (p.  18). 

b.  Inégalités  des  longitudes  et  des  layons  vecteurs ,  produites  par  les  perturtyations 
des  excentricités  et  des  longitudes  des  périjoves. 

25.  Examinons  maintenant  les  inégalités  du  quatrième  ordre 
et  de  degré  zéro  produites,  dans  les  longitudes  et  les  rayons  vec- 
teurs des  trois  premiers  satellites,  par  les  perturbations  des  excen- 
tricités et  des  longitudes  des  périjoves. 

Il  existe,  dans  les  valeurs  des  éléments  //,  /. ,  //,  .  .  .,  des  termes 
du  quatrième  ordre,  indépendants  des  excentricités  et  présentant  quatre 
petits  diviseurs.  Pour  les  obtenir  dans  la  valeur  de  h,  il  faudra  porter  : 

1*^  dans  les  termes  du  premier  degré  de  y,  d'argument  zéro  ou 
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kl  —  2/,  les  iiiégaliiés  du  troisième  ordre  des  éléments /z,  /r,  h\  .  .  . 
domiées  par  les  lormides  [33]  (voir  p.   1  1  3); 

2"  dans  les  termes  du  second  degré  d'arguments  '2I'  —  l,  (3/'  —  3/, 
lil"—  /,  concurremment  les  inégalités  du  premier  ordre  et  du  second 
données  par  les  formules  (2/1)  et  (5o)  (  1"^  partie,  p.  66  et  99); 

3**  dans  les  termes  du  troisième  degré  d'ai'gumenls  A/'  -  2  /  et  8/'-  fil, 
les  inégalités  du  premier  ordre  données  par  les  fornudes  (24)- 

On  traitera  de  la  mènie  façon  les  termes  correspondants  de  -7-, 

et  on  suivj  a  une  marche  analogue  pour  le  second  et  le  troisième 
satellite.  Les  inégalités  qu'on  obtiendra  ainsi  dépendront  de  l'angle 
2/'—/,  et  par  suite  elles  amèneront  dans  les  longitudes  et  les 
rayons  vecteurs  des  trois  satellites  les  arguments  respectifs  2/'  —  2/, 
/  —  /'  et  /'  —  r,  c'est-à-dire  les  arguments  des  grandes  inégalités. 
Relativement  au  premier  satellite,  les  tenues  du  premier  degré 

de  -77  donnent  l'inégalité  suivante,  toute  pareille  à  celle  qu'on  a 

trouvée  au  second  ordre  dans  la  formule  (/i5)  ()'"  partie,  p.  94), 
et  au  troisième  ordre  dans  la  formule  (02)  (1'"  partie,  p.  102)  : 

[381  ^A^-BL+(@+Io.i])L'-[o..]L"^.^.    ^._^. 

L       J  4  n  —  2/t  +  a  ^  ' 

On  aurait  pour  SJi  la  même  expression,  sauf  le  changement 
du  sinus  en  cosinus.  Il  en  résulte  dans  la  longitude  et  le  ravon 
vecteur  les  Inégalités 


[LXIV] 


r,  0,1    L  +     'JT^  +  [o,l1     L   —    0,2]  L       ■       I       II  t\ 

à  v=  2  ^=^ —  ^^ —        >  , — - —  sm    2 /  —  2 / U 

4  n—  211  -\-  a.  ^  ' 

4  1)  —  o  »   4-  ^  \  / 


dont  les  coefficients  sont  respectivement  0,409  et  0,00000600. 
Les  termes  du  second  degré  en  2/'—  /  donnent  la  formule 

[^9]       '^,A  =  ,-^3^^|ABD+2[3PBD-(R+S)(BD'+lVD)+(Q+T)li'D']|sin(./'-/), 


126 


M.  SOUILLART. 


[fil] 


analogue  à  celle  qu'ils  ont  donnée  au  second  ordre,  et  une  formule 
toute  pareille  pour  SJï.  On  en  déduit,  pour  la  longitude  et  le  rayon 
vecteur,  des  termes  d'argument  2/'—  2/  dont  les  coefficients  respec- 
tifs sont  o",o24-  et  o,oooooo38. 

Les  termes  du  second  degré  d'argument  6/'— 3/  conduisent  à 
l'inégalité 


[ào] 


.  ,  3EBD-F(BD'+B'[))4-GB'D 

d,  /«  =  2  ^ ~ — — 

4  n  —  271  ->r  a 


sin(2/'—  /), 


partie 


analogue  à  la  formule  (53)  obtenue  au  troisième  ordre 
p.  io5). 

De  cette  formule  et  de  la  formule  pareille  qui  donne  Si^^k,  on 
déduit  pour  la  longitude  et  le  rayon  vecteur  des  termes  dont  les 
coefficients  sont  —0,108  et  —  0,000001 58,  fargument  étant 
toujours  2/'—  2/. 

Nous  ne  rapporterons  pas  la  formule  à  laquelle  conduisent  les 
termes  du  second  degré  en  4^  —  L  parce  qu'elle  ne  donne  cjne  des 
résultats  insignifiants. 

Quant  aux  termes  du  troisième  degré  en  kï  —  il  qu'il  y  a  lieu 


dh 


dk 


de  considérer  dans  y  et  -j ,  on  en  obtient  un  premier  groupe 
au  moyen  des  termes  du  second  degré  de  R(o,i),  et  un  autre  au 
moyen  des  termes  du  quatrième  degré.  Ces  deux  groupes  dans  -77 
peuvent  s'écrire,  en  posant,  pour  abréger,  x=/il'—  2/, 

-  [h-  +  /.'-^)  |"|o,i  I  {!{ cos x-{-/i  sin œ)  —  (oTT)  [k'  cos x-i-h'  sin x) ] 

|o,i  I  [[k^  —  h^)  sin  X  —  2  hk  cos  x] 
-  (o^  [{kk'-  hh')  sin  X  -  {kh'-\-  hk')  cos  x] 

2 


dh 
dt 


jo]  [  (  A'^  —  h'-)  sin  x—'2  h'k'  cos  x] 


.   m'\Ja 
ni\fa 

-  "W^  (r;q)  \(kk'-  hh')  sin  X  -  {kh'-\-  hk')  cos^] 
my/rt     
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[A2] 


^  =  2<PA-  f  (/.-  -  II')  COS.Ï  +  ■ilil.  sin  xl 

(It  ^^  '  -^ 

+  2  [^i^  (/t'^  +  /,-2)  +^(//-^4-//"-^)]  (/t  cosx  +  A  sm.T) 

+  3^1/.  [(/.//-  /i/i')  cos X  +  (/t7i'+  A//)  sin x] 

+  [^\  (/r^+  A'-^)  +  S  (/*"'  4-  //-)  ]  (//  cos  X  +  //  sin  x] 

+  îîC^/f  [(A'2  -  h'-')  cosx-i-9Jil/smx] 

-h-  ^K^  \  I'  [{li''  -  h^)cosx-i-  2hli  smx]-h'[{k^-  k')  s\nx-2hli  coso;] 

+  "^  I  A^'  [(//•■^-//•^)cosa;+2/i'Â'sina;]+//'[(Â'-^-/?'-^)  sin.r-  2li'l/ cosx] 


L'emploi  des  formules  {^li)  dans  ces  deux  expressions  conduit 
à  l'inégalité 


r^3U,A= — '-.— 

L      -1    4        u  —  'în+a. 


^B-M[ô3B  +  (o3B') 


[45^B^-3(c'Jl+'^)  B2B'+2(^+e5)  BB'-^-(§+\(.>^)  B' 


sin  (2/'-/). 


L'inégalité  relative  à  ^4/.  a  le  même  coefficient,  et  les  termes 
correspondants  de  la  longitude  et  du  rayon  vecteur  ont  les  coeffi- 
cients respectifs  —  o",o3o  et  —  0,000000^^6 . 


Les  termes  du  troisième  degré  que  l'argument  8/'—  l[l  introduit 
dh 
dt 


dans  -77*  peuvent  s'écrire,  en  posant  maintenant  .r=  8/'—  lil. 


m 


^  =  4^  [  (/.2  -  /t^)  (A-  cosj;+  h  sin  x)  +  2lik  [k  sin  x  -  h  cos  x)  ] 

-  ^g  [{li^  -  h"")  [k'cosx^  h' sïnx) -^  2lik  {1/ s'mx- Il  cosx)] 
+  2 g  [  {k''^  -  h''^)  {k cos X -h  II  s'm  x)  -^  2 h' k'  (k  sin  X  -  h  cos  x)  ] 

-  ^  [  [k'-'  -  h'")  {k'cosx-\-h'à\\x)  +  2h'k'  (//sin  x  -  yi'cosj?)  ]. 


On  en  déduit,  par  l'emploi  des  formules  (2/1),  l'inégalité 


WA 


4CRH  3^B^B'+  agBB'^  +  ^h' 


^l^__^^^^^^---v^^--  -rj-   sin(2r-/). 
'*  n  —  'in'+a. 
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On  a  pour  ^4/)  une  formule  toute  pareille  et,  par  suite,  dans  la 
lono^itude  et  le  ravon  vecteur,  des  termes  dont  les  coefficients  res- 
pectifs  sont  o",  1  77  et  0,00000260. 

Dans  la  théorie  du  second  satellite,  si  Ton  prend  les  termes  de 
-^  qui  sont  du  premier  degré  et  d'arguments  zéro,  Ixl ~  2!  et 
kl—  2/',  leur  ensemble  donne  l'inégalité 

uq  j  A'„  (@)  +  [..°ll  L +  ([^3 +  [111])  L-  +  ((r3) +  [,..])  L-^;,^^,^.^ 


On  trouve  une  expression  toute  sembla])le  poiu^  8Ji\  et  l'on  en 
tn^e,  pour  la  longitude  et  le  rayon  vecteur,  les  inégalités 


[LXV] 


^  ^'_  2  ((rg)  +  [i.o])L+([T^+[T^)L'  +  ((rg)+[i.2])L"  ^.^^  ,^_  ^. 
'I  /i  — 2M'+a'  ^         ' 


[àl] 


Les  coefficients  dans  ces  deux  formules  sont  respectivement 
o",896  et  —0,00002091. 

Les  termes  du  second  degré  d'argument  2/  —  /,  dont  l'expres- 
sion a  été  donnée  plus  haut  (formule  [16],  p.  86),  conduisent  à 
l'inégalité 

S^h'^  ^^_^l,^^,  j  -A'B'D'+2  -^^  [3UiB'D'-(Q+T)  (BD'4-B'D)4-(Ri+S)B'D']  | 

Xsin  (2/'—  /), 

et  par  suite  amènent  dans  v'  et  r  les  termes  respectifs 

o",o33  sin  (/—  /'),  —  0,00000077  cos  (/  —  /'). 


L'inégalité  produite  dans  l'élément  h'  par  les  termes  du  second 
degré  en  2/"—  /'  s'obtiendra  à  l'aide  de  la  formule  [89]  (voir  plus 
haut,  p.  1  2.5)  en  y  ajoutant  un  accent  à  chaque  lettre  (la  lettre  A 
doit  être  remplacée  par  A^).  L'argument  de  la  nouvelle  formule 
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devient  2/'—  /',  mais  on  peut  le  ramener  à  2/ —  /  en  changeant  le 
signe  du  coefficient;  les  termes  qui  en  résultent  dans  v  et  r  auront 
encore  ainsi  l'argument  /  — /',  et  ils  auront  pour  coefficients  o",oo8 
et  —  0,0000001  9. 

Les  termes  du  second  degré  que  l'argument  6/'— 3/ introduit 
dans  ~  ont  été  développés  plus  haut  (formule  [19],  p.  87)  :  on 
en  déduit  l'inégahté 

r,Qn       .  w              mv/â  FBD-G(BD'  +  B'D)  +  3HB'D'    .    .    y      ;^ 
[48]      ^^/i=-2  3^ n-a.'-i-v sm(2/-/); 


m'\Ja' 


n  —  27i'+a' 


[49] 


les  termes  correspondants  de  la  longitude  et  du  rayon  vecteur 
ont  pour  coefficients  —  o",io3  et  0,00000239. 

Quant  à  l'inégalité  produite  dans  h'  par  les  termes  d'argument 
6/"— 3/',  elle  s'obtiendra  au  moyen  de  la  formule  [4o]  ci-dessus, 
en  y  ajoutant  un  accent  à  chaque  lettre  :  les  coefficients  des  termes 
correspondants  de  v'  et  de  r  sont  respectivement  —  o",  1/Î2  et 
o,ooooo332. 

Considérons  maintenant  dans   -77  les  termes  du  troisième  de- 

dt 

gré,  et  d'abord  ceux  d'argument  l\.l'-  2L  Les  termes  du  second 
degré,  dépendants  de  cet  angle,  que  présente  la  fonction  R^jo), 
donneront  le  premier  groupe 


'  ^  =  i  (;t'2  +  A'2)  [[175]  {k'  cos x-\-h' sin x)  -  (îTo)  (/.  cosœ-\-h  sin x)] 


m 


\Ja 


+  2h' 


ni\/a 
m 
m\/a 


0,1  I  [  [k^  —  h^)  sin  X—  2  hk  cos  x'] 


'^(o^[kk'~  hh')  sïn  x-(kh'-^hk')  cos  j:] 
i,o|  [  (  A'-  —  li^)  sin  X—  2  h'k'  cos  x] 


—  (TJo)  [[kk'—hh')  sin  a;  —  {kli'-\-fik')  cos  j:] 
en  posant  encore  x^=  liï  —  2I. 


Sav.  étrang.  t.  XXX.  —  N°  \. 
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Les  termes  du  quatrième  degré  donneront  le  second  groupe 

-h[S{{h-  +  l>~)  +  S{h'-'^k'-')]{kcosx  +  hsmx) 

+  2 D/«'[ (//'^  —  //-)  cos ùc  +  2 h'k'  sin  x] 

+  2[^{h^-hk^)-{-XD{h'^-\-k'-')]{k'cosx-hh'smx) 

+1^  I  k[(k^-h^)  cos  x +2hksmx]+ h  [{k'^-fi')  smx-  2hkcosx]  \ 

+  3\^\k[k'-'-h'-')cosx^2h'k'smx]-h[{k''--h'-')smx-2li'k'cosx]\. 

H  en  résulte  l'inégalité 

'iB'2((Tg)B  +  [T^B')  j 


rCj  ji  ;     4         Al-  2/1  +  a 


^P+^)B3-2(9  +  S)B-^B'+3(S  +  \^)BB'-^-/i.DB'^" 


Xsin  (2/'—  /) 


A  la  rigueur,  il  faudrait  dans  cette  formule  remplacer  \i^  par 

t^.=\^  +  o (^, ?]'■,  mais  la  correction  est  insignifiante,  la 

^  6     II     \a  -       a-  J  o  ' 

parenthèse  —, -,  étant  sensiblement  égale  à  ——^^—làH-    et  les 

valeurs  numériques  des  termes  étant  très  petites. 

Les  termes  que  cette  valeur  de  SJi  et  la  valeur  correspondante 
de  SJi  introduisent  dans  v  et  r  ont  pour  coefficients  respectifs 
—  o",o2/i  et  0,0000006^. 

Les  termes  de  -r-  qui  sont  du  tioisième  degré  et  d'argument 
4/  —  2/'  amèneront  dans  li  une  inégalité  dont  la  formule  se  déduit 

o 

de  [43]  en  y  remplaçant  toutes  les  quantités  relatives  aux  deux 
premiers  satellites  parles  quantités  semblables  relatives  au  second 
et  au  troisième,  et  changeant  finalement  le  signe  du  coefficient 
pour  ramener  à  fangle  2/ —  /. 


ill 
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Les  coefficients  $',  ^,  cR',  S',  S',  O',  '^^  W,  qui  apparaissent 
pour  la  première  fois  dans  ce  calcul,  s'obtiennent  de  la  même  ma- 
nière, au  moyen  des  formules  qui  ont  donné  IP,  9,  si,  S,  S,  O, 
^,  t^;  on  lexir  trouve  les  logarithmes  suivants  : 

^f...    -3,9008,         ^.  ..    -2,8627,        '^'••-    2,2627,        8'...        2,888/1 
C^'...    -3,6292,        D'...    -2,383o,        t^'...    2,3260,      \^'...    -2,2598. 

Les  inégalités  correspondantes  de  v'  et  de  r  onl  pour  coefficients 
respectifs  —  o",o2  3  et  0,000000^7- 

Les  termes  du  troisième  degré  dépendants  de  l'angle  8/'—  l^l 
ont  pour  expression,  en  faisant  x=^ï—l\.l. 


[52] 


[  1!^^  =  -g[[k'-lî')[hcosx  +  hànx)  +  ihk[kûnx-hco^x)] 


m  V  '  a 


dt 


H-  2 (?  [ ( A'^  —  h-)  [Il  cos X  +  //  sln  x)  -\-  2hk  [k'  sin  x  —  h'  cos  t) ] 
—  3  ^  [(F-  —  A'-)  (/i  cos  x-{-h  sin  a;)  4-  2/1'//  (A'  sin  j;  —  A  cos  x)  ] 
+  45  [(A'"-  — /?'^)  (//cosiC  +  Z/sin  j;)  +  2^'^' (A'sin.r  —  A'cos  j;)]; 

ils  conduisent  à  l'inégalité 

[53]     i//»i^£!!±fi!!ï±^^£5!±^'si„(,r-/), 

L       -I  4  „^y^'  ,i- 2/1-1- a  ^  -' 

et  les  termes  correspondants  de  v'  et  de  r  ont  pour  coefficients  les 
nombres  respectifs  o",2i/i  et  —  o,ooooo5oo. 

Enfin  les  termes  du  troisième  degré  en  8/"—  Ixï  donnent  dans  fî 
une  inégalité  qui  se  déduit  de  la  formule  [45]  (p.  127)  par  l'ad- 
dition d'un  accent  à  chaque  lettre  et  un  changement  de  signe  final 
pour  ramener  l'angle  il'—l.  Il  en  résulte  dans  v  et  r  des  termes 
ayant  pour  coefficients  respectifs  ©",074  et  —  0,00000173. 

En  ce  qui  concerne  le  troisième  satellite,  si  l'on  considère,  en 

17. 
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dh" 


premier  lieu,  les  termes  de  -r-  qui  sont  du  premier  degré  et  d'ar- 
gument nul  ou  égal  à  4/'—  2/',  on  obtiendra  l'inégalité 

[5/11      ^^/,^^^-[^-o]L  +  (e^J)  +  ba];L'+[iZ]L"  .  .  ^._^;. 


De  cette  formule  et  de  l'expression  toute  pareille  relative  à  S^k", 
on  tire  pour  le  rayon  vecteur  et  la  longitude  les  inégalités 


[LXVI] 


4  ""  n—  2n'-\-ix"  ^  ' 

I  ^r--==-a---^^'^^^  +  ^^  +  [^'^l!^'+^^"sin(r-r), 


dont  les  coefficients  respectifs  sont  o",  1  76  et  —  0,00000 65 4. 


Les  inégalités  produites  dans  l'élément   li'  par  les  termes  du 

second  degré  en  2/"—  /'  contenus  dans  -rr   peuvent  se  déduire  de 

la  formule  [^7]  (voir plus  haut,  p.  1  28)  par  l'addition  d'un  accent 
à  chaque  lettre  (A^  étant  changé  en  A").  Il  en  résulte  dans  v"  et  r" 
des  termes  dont  l'argument  est  encore  /'—/";  leurs  coefficients 
sont  respectivement  o",oo9  et  —  o,oooooo33. 

On  opère  de  même,  relativement  à  l'angle  6/"— 3/,  sur  la  for- 
mule [48]  (p.  1  29),  et  les  termes  de  v"  et  de  r"  qu'on  obtient  ont 
pour  coefficients  —  o'',o45  et  0,00000169. 

Quant  aux  termes  dépendants  de  l'angle  Af—  /,  il  n'en  résulte 
rien  de  sensible. 

Parmi  les  termes  du  troisième  degré,  ceux  d'argument  l\ï' --  2/' 
ne  donnent  aussi  que  des  résultats  presque  insignifiants.  L'expres- 
sion de  SJi  à  laquelle  ils  conduisent  peut  s'obtenir  au  moyen  de 
la  formule  [5i],  toujours  par  l'addition  d'un  accent  à  chaque 
lettre,  et  les  termes  correspondants  de  v"  et  r"  ont  pour  coeffi- 
cients respectifs  —  o",oo5  et  0,00000018. 

Enfin  les  termes  d'argument  8/'—  [\l'  conduisent  à  une  inégalité 
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dont  la  formule  s'obtiendra  paieillement  au  moyen  de  la  for- 
mule [53];  il  en  résulte  dans  v"  et  r"  des  termes  ayant  pour  coeiïi- 
cients  o",o2  3  et  —  0,00000087. 

L'ensemble  des  inégalités  principales  du  quatrième  ordre  et  du  de- 
gré zéro,  présentant  les  arguments  des  grandes  inégalités,  qui  affectent 
les  longitudes  et  les  rayons  vecteurs  des  trois  premiers  satellites,  est 
résumé  par  le  tableau  suivant  : 

Tableau  LVII. 


SATELLITE. 

ARGUMENT. 

LONGITUDE. 

COF.FFICIEXT   DC   SINUS. 

RAYON  VECTEUR. 

COEFFICIENT  Dt  COSIMS. 

1  "  satellite 

2/' -2/ 
l  -  /" 

o",,472 

0  ,9,33 

0  ,i58 

o,oooooG()r> 

—  0,00002178 

—  0.00000687 

2"  satellite 

3'  satellite 

Si  l'on  compare  les  nomljres  de  ce  ta])leau  avec  ceux  des  ta- 
bleaux VIII,  XLIII  et  LU,  qui  contiennent  les  inégalités  princi- 
pales, dépendantes  des  mêmes  arguments,  obtenues  en  consi- 
dérant successivement  les  trois  premières  puissances  de  la  force 
perturbatrice,  on  voit,  en  admettant  la  même  loi  de  décroissance, 
que  les  coefficients  des  longitudes,  dans  les  principaux  termes 
analogues  qu'amènerait  la  cinquième  puissance,  atteindraient  au 
plus  les  centièmes  de  seconde.  Or,  malgré  le  soin  avec  lequel  on 
a  calculé,  pour  former  le  tableau  XLI,  tous  les -coefficients  des 
termes,  semblables  aux  précédents,  qui  dépassent  o",ooi,  on  ne 
peut  pas  affirmer  que,  soit  par  l'omission  de  certains  termes,  soit 
par  quelque  inadvertance,  on  n'a  pas  commis  sur  les  coefficients 
définitifs  des  erreurs  du  même  ordre  que  ces  nouveaux  termes. 
Nous  nous  arrêterons  donc  aux  termes  du  quatrième  ordre,  et 
nous  les  réduirons  à  ceux  que  nous  venons  de  déterminer. 
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S  VIII. 

INÉGALITÉS   DES  LATITUDES. 

26.  Le  calcul  des  latitudes  des  satellites  exige  la  détermination 
préalable,  pour  l'époque  de  i  85o,  des  inclinaisons  de  leurs  orbites 
sur  le  plan  fixe  adopté,  et  des  longitudes  de  leurs  nœuds  ascen- 
dants sur  ce  plan,  ainsi  que  l'évaluation  des  inégalités  séculaires 
de  ces  éléments. 

Le  problème  est  tout  pareil  à  celui  qui  s'est  posé,  dans  la  ques- 
tion des  longitudes,  au  sujet  des  excentricités  et  des  longitudes 
des  périjoyes,  et  il  se  traitera  de  la  même  manière. 

a.   Valeurs,  en  1850,  des  inclinaisons  des  orbites  et  des  longitudes 
de  leurs  nœuds  ascendants. 

Nous  prenons  pour  plan  fixe  le  plan  de  l'orbite  de  Jupiter  en 
1  85o;  en  consécpience ,  pour  résoudre  la  première  question,  nous 
appliquerons  à  l'époque  de  i85o  les  formules  numériques  par 
lesquelles  Damoiseau  exprime,  relativement  à  une  époque  quel- 
conque, les  latitudes  des  satellites  rapportées  au  plan  de  l'orbite 
actuelle  de  Jupiter.  Si  l'on  considère  exclusivement,  dans  chacune 
de  ces  formules,  les  termes  qui  ont  pour  ai^gument  la  longitude 
moyenne  du  satellite  correspondant,  leur  ensemble  représentera  à 
cette  époque,  pour  ce  même  satellite,  le  terme 

(psin(/-6), 


en  négligeant  le  second  degré  par  rapport  aux  inclinaisons  et  aux 
excentricités. 
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(XXIX) 


Sous  leur  forme  algébrique  primitive,  les  termes  dont  il  s'agit 
sont  (i'*^  partie,  p.   i32,  ou  Mécanique  céleste,  1.  VIfl,  n°  lo)  : 


A  ==  -  |[jLw'  sin  (/  +  •;(/')  +  N  sin(/ -  bt  -  y)  +  Ni  sin  (/  -  hj  ~  y,) 

+  N2sin(/^-62/-y2)  +  N3sln(/-63/-y3), 

A'  =  -  fx'w'  sin  (/'+  -^f/')  +N'  sin  (/'-  ht-y)-{-lS[  sin  (l'-b^l-y^  ) 

4-  N;  sin  (/' -  62/ - yo )  +  Nâ  sin  (  /'  -  /;.,/  -  y.,) , 

A"  ^  -  fx Vsin  (l"^-^')  +  N"  sin  (/"-  /;/  -  y )  +  N;'  sin  (  /"-  hj-y,) 

-f-Xgsin  (/"—  62/— 72)  +N3sin  [l"  —b^t  -y.). 

A'"  ^  -  pL"''^'sin  {l"'-{-xp')  +  y  sin  (f-  bl-~-y)  +  N^'sin  (f-  b,t     y,  ) 

+  N:sin(r-62/-72)  +  iN;>m(/"'-V-}J 


Dans  chacune  de  ces  formules,  le  premier  terme  est  de  beau- 
coup le  plus  important;  si  les  autres  étaient  négligeables,  les  plans 
des  orbites  des  satellites  passeraient  tous  constamment  par  l'inter- 
section mutuelle  variable  de  l'équateur  et  de  l'orbite  de  la  planète, 
et  leurs  inclinaisons  sur  cette  orbite  seraient  les  angles  respectifs, 
à  peu  près  constants,  fxw',  pi'w',  jU."a)',  |!x"'w'.  Laplace  considère  les 
plans  ainsi  définis,  et  il  les  nomme  les  plans  fixes  des  satellites. 
En  réalité,  les  plans  des  orbites  se  déplacent  suivant  une  loi  com- 
pliquée :  pour  en  exprimer  géométriquement  la  position  à  ime 
époque  donnée,  Laplace  fait  usage  d'une  construction  qu'il  a  in- 
diquée au  numéro  69  du  livre  11  de  la  Mécanique  céleste,  et  il  en 
simplifie  encore  l'énoncé  au  moyen  de  quelques  dénominations. 
Observant  que,  si  b  est  celle  des  quatre  racines  qui  se  rapporte 
au  premier  satellite,  le  nombre  N  se  trouve  alors  être  plus  grand 
que  chacun  des  nombres  N',  N",  N"',  il  appelle  N  l'inclinaison 
propre  de  l'orbite  du  premier  satellite  sur  son  plan  fixe,  et  la  quantité 
bt-\-y  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  cette  orbite  sur  ce  plan. 

Pareillement,  en  désignant  par  by,  b^,  b^  les  racines  qui  se  rap- 
portent, respectivement,  au  deuxième  satellite,  au  troisième,  an 
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quatrième,  les  nombres  N| ,  No,  N3  sont  appelés  les  inclinaisons 
propres  des  orbites  de  ces  satellites  sur  leurs  plans  jixes  respectifs,  et 
les  expressions  hj.-\-y\,  b^t-^-y^,  b^t-\-y^  les  longitudes  des  nœuds  de 
ces  orbites  sur  les  mêmes  plans. 

Ces  inclinaisons  propres  et  ces  longitudes  des  nœuds  ont  été  dé- 
duites des  observations  par  Delaml3re,  ainsi  que  le  déplacement  61 
du  nœud  du  second  satellite;  mais  nous  ne  savons  pas  sur  quels 
principes  repose  cette  détermination.  Il  se  trouve  que  l'inclinai- 
son propre  N  de  l'orbite  du  premier  est  insignifiante,  et  cette  cir- 
constance fait  disparaître  le  second  terme  dans  cliacune  des  for- 
mules (XXIX). 

De  même  que  pour  la  question  des  longitudes.  Damoiseau  a 
reproduit  toute  cette  tbéorie,  en  adoptant  des  valeurs  un  peu  dif- 
férentes pour  les  données  déduites  des  observations,  sans  s'expli- 
quer sur  la  détermination  de  ces  nouvelles  valeurs.  Ici  encore, 
d'ailleurs,  il  ne  rapporte  pas  explicitement  les  expressions  défini- 
tives dont  il  a  fait  usage;  mais  on  peut  les  reconstruire  au  moyen 
des  formules  qu'il  donne,  dans  V Introduction  des  Tables,  relative- 
ment à  la  demi-durée  des  éclipses. 

L'expression  qui  y  est  désignée  par  M  est,  pour  chaque  satel- 
lite, la  quantité  ^  de  la  Mécanique  céleste,  c'est-à-dire  le  produit 

de  la  latitude  par  le  facteur  '  ^    ,  p'  étant  faplatissement  de  la 

section  de  fombre  (aplatissement  que  Damoiseau  confond  avec 
celui  du  méridien  de  la  planète)  et  jS  le  mouvement  synodique 
moyen  du  satellite  pendant  la  demi-durée  moyenne  d'une  éclipse 
dans  le  voisinage  des  nœuds. 

Les  valeurs  de  fangle  jS  adoptées  finalement  par  Damoiseau 
étant,  d'après  le  Mémoire  manuscrit,  les  nombres  respectifs 

345ii",20,        2i73i",28,        i3/ii6",8o,        7665", 887, 

on  pourra  aisément  retrouver  les  coefficients  des  formules  qui 
expriment  les  latitudes  elles-mêmes.  Mais  les  nombres  qu'on  ob- 
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tiendra  ainsi  sont  relatifs  au  cas  des  éclipses;  poui'  avoir  ceux:  des 
formules  générales,  on  devra  en  détacher  les  coefficients  de  cer- 
tains termes  dont  rargumenl,  aux  autres  époques,  est  différent  de 
la  longitude  moyenne. 

L'Inlrodaction  donne,  pour  les  termes  des  quantités  'C  ((iTil  faut 
ici  considérer,  les  expressions  suivantes  : 

^  =o,J/i5/i2Asin  (/  —  n)  —  0,001097  sin  (/  —  Al)  —  0,0002 28  sin  (/— A2), 

r  =  0,545574  sin  (/'— n)  —  0,083957  sin  (/'—A,)  —  o,oo53i8  sin  (/'  — A^) 

—  0,00  1  089  sin  (/'  —  A3), 

r  =  0,86455  1  sin  (/"—II)  +  o,oo4656  sin  (/"— Aj)  —  0,0  52  532  sin  (/"—A..) 

—  0,008979  sin  (/"- A3), 

^"^  1,327853  sin  (/'"—II)  +  0,000222  sin  (/'"— Aj)  +  0,020/178  sin  (/'"— Ao) 

—  o,  i  19283  sin  (/'"— A3), 

dans  lesquelles  les  lettres  II,  A|,  Ao,  A3  désignent  respectivement 
(suivant  la  notation  de  Damoiseau,  cpie  nous  adopterons  pour  un 
instant  relativement  à  ces  angles)  la  longitude  du  nœud  ascendant 
de  l'équateur  de  Jupiter  sur  son  orbite  .et  les  longitudes  des 
nœuds  ascendants  des  orbites  des  deuxième,  troisième  et  qua- 
trième satellites  sur  leurs  plans  fixes  respectifs.  Ces  diverses  lon- 
gitudes sont  relatives  à  l'époque  prise  pour  origine,  et  elles  sont 
comptées  à  partir  de  Téquinoxe  terrestre  moyen  relatif  à  cette 
époque;  en  les  évaluant  d'après  les  données  de  Y  Introduction,  on 
obtient,  jwur  te  1"'  janvier  1850  et  relativement  à  l'é(/uinoxe  ter- 
restre de  1850,  les  valeurs 

n=3i/r44'57",552        A^  =  335^32'26",235 
A2  =27928  48, 389        A3  =210  3i  4  i, 900. 

Sav.  étp.ang.  l.  XXX.  —  N°  1.  18 
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Si  l'on  i-epasse  des  expressions  de  ^,  T, 
tudes  elies-nièmes,  il  vient 


à  celles  des  lali- 


A 
A' 

A" 

A'" 


[5; 


■  1  1  o37",/i3  sin  (/—II)  —  35",o52  sin  (/—Ai)  —  7",285  sin  (/  —  Ao), 
1  0977^,275  sin  (/'—II)  —  ]  689",449  sin  (/'— Al)  -  io7",ooi  sin(/'— A2) 

—  2o",9o5  sin  (/'—  A3) , 
1  o739",775  sin  (/"—II)  +  Ô7",839  sin  (/'—Ai)  —  652",572  sin  (/"—  A2) 

—  1  1  r',5/n  sin  (/"— A3), 
9428",6/i8  sin  (/'"-  U)  +  i",576  sin  (f-  A^)  +  1  /i5",35o  sin  (/'"-  A,) 

-8/i6",63osin(/"'-A3). 

Ces  formules  se  rapportent  au  cas  des  éclipses,  et  par  suite  leurs 
coefficients  englobent  ceux  des  termes  des  latitudes  dont  l'argu- 
ment est  celui  de  Véveclion;  dans  son  Mémoire  manuscrit.  Da- 
moiseau a  trouvé  pour  ceux-ci  les  valeurs  suivantes  : 

1  "satellite.  —  o",909  sin  (2J^  — /  — II), 

2^=  satellite.  -  2^,802  sin  (2j^- /'- II) +  0",  i  8/i  sin  (2^- /' -  A,), 


V 


V 


3^  satellite.  -  6",35o  sin  (2j^- /"- II)  +  o",2  1  1  sin  (2J^- /"- A2), 


V 


/i«  satellite.  - 1  3",Go7  sin (2  J^-  /'"-  0)  -t-  o",63/i  sin  (2  J^  -/'"-  A, 


V 


)    ' 


D'après  cela,  les  termes  des  expressions  générales  des  latitudes 
qui  ont  poiu  argument  la  longitude  moyenne ,  pris  avec  les  valeurs 
définitives  que  Damoiseau  a  adoptées  pour  leurs  coefficients,  sont 
les  suivants  : 

A  =iio38",3/|sin(/-Il)-35",o52sin(/-Ai)-7",2  85sin(/-A2), 
A'  =  1  o98o",o77  sin  (/'  —  H)  —  1  ()89",4/i9  sin(/'  — Aj)  —  1  07^,00  1  sin  (/'— A2) 

—  2o",9o5sin  (/'— A3), 
A"=  1 07AG",  I  25  sin  (/"- n)  +  57",839  sin  (/"- A,)  -  652",783  sin  (/"- A2) 

-  1  1  1  ",5/|  1  sin  (/"—  A3), 
A'"-  9/|38",255  sin  (/'"-  II)  +  1  ",576  sin  (/'"-  Ai)  +  1  /|5",35o  sin  (/"'-  A^) 

~8A7",2  64sin  (/'"— A3). 
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On  tire  de  ces  expressions  les  inclinaisons  des  plans  des  orbites 
des  satellites  sur  le  plan  fixe  et  les  longiliides  de  leurs  nœuds  ascen- 
dants sur  ce  même  plan,  comptées  à  partir  de  l'équinoxe  terrestre  moyen 
de  1850,  tous  ces  cléments  se  rapportant  au  i"^  janvier  1850 ,  à  midi 
moyen.  On  obtient  les  valeurs  suivantes  : 

(p^  =  3°  :V  1 9",62,  e,=  3 1  /i°/i2'23",  I  1 , 

(p^=2  35  32,79,  0'„  =  Z\  1  Zk  1  i,i3, 

00=2  5i  47,0/1,  0^=317  33  39,36, 

(p:=2  /i3  i/i,38,  ^'=319  o4  12,84. 

H  reste  à  évaluer  les  angles  Wo,  'i'o.  au  n.oyen  desquels  nous 
définissons  la  position  de  Téquateur  de  Jupiter  à  l'origine  du 
temps. 

L'auf^le  180°  — '^/'o  représente  la  longitude  du  nœud  ascendant 
de  cet  équatcur,  c'est-à-dire  l'angle  désigné  plus  haut,  d'une  ma- 
nière transitoire,  par  la  lettre  II  :  on  aura  donc 

;f;^  =  _  i34°/i4'57",552       ou      ;l/o- 2  25''i5'2",/i/i8. 

Quant  à  l'inclinaison  de  l'équateur  sur  l'orbite ,  sa  valeur  en  1  760 
est,  d'après  \ Introduction ,  égale  à  3Vi'5";  d'ailleiu-s  son  accroisse- 
ment annuel  est  de  o",022793/i  (nombre  de  Laplace,  conservé 
par  Damoiseau  dans  son  Mémoire  manuscrit).  On  aura  donc,  en 
i85o. 

Or./'        " 

Wo  =  3Vt7  ,279. 

b.   Iimjalilcs  séculaires  des  inclinaisons  et  des  lungiludes  des  nœuds. 

27.  Les  inégalités  séculaires  qui  affectent  les  inclinaisons  et 
les  lonoitudes  des  nœuds  s'obtiendront  par  la  résolution  des  deux 
systèmes  d'équations  (65)  et  (67)  (1"^  partie,  p.  i  28  et  i3o). 

18. 
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Considérons  d'abord  le  groupe  (67),  et  comme  les  valeurs  des 
inconnues  fx,  (j.\  fx",  jU,'"  sont  toutes  très  voisines  de  l'unité,  posons 

fjL=  1  —V,        fx'=  1  -v\         ...  ; 

les  équations  se  changeront  alors  dans  les  suivantes  : 


[.56] 


o  =  —  [ô]  r  +  (o,  1  )  r  +  (o, 2)  v"  +  (o, 3)  v"  +  [o] , 
o  =  (i,o)i'  — [T]r'  +  (i,2)  r"  +  (i,3)  v"'^[i], 

O  =  (2,o)l.+  (2,l)r'-0/+(2,3)/'+[2], 

o  =  (3,o)r+(3,i)î.'  +  (3,2)r"-[3]/'  +  [3]. 


identiques  à  celles  qu'ont  traitées  Laplace  et  Damoiseau.  Comme 
nous  avons  obtenu,  pour  les  divers  coefficients  [o],  (o,  i),  (0,2),  .  .  . 
des  valeurs  à  peu  près  identiques  à  celles  qu'a  employées  Damoi- 
seau, nous  devons  obtenir  aussi  pour  les  nombres  v,  v\  v'\  v"  à 
peu  près  les  mômes  valeurs.  En  partant  des  noml^res  qu'il  donne, 
savoir  : 

V  =  0,00066767  1 , 
v'  =  o,oo584  1  894, 
i'"  =  o, 02702^9  1 , 

V  =  o,  1  020009, 

et  y  faisant  les  corrections  convenables,  nous  trouvons  les  sui- 
vantes : 

V  =0,0005676/490, 

1»' =  o,oo584i  62/i, 

v"  =  0,02702362 , 

v"=o,\  322743, 

d'où  résultent,  pour  les  inconnues  primitives,  les  logarithmes  res- 
pectifs 


tiikofup:  des  satellitf:s  de  jupiter.  ui 


fX.  .  . 

•  1 '9997^^4' 

/ 

.  1,9974555, 

.  1,9881093, 

m 
fX  .  . 

.  7,9383825. 

[57] 


Nos  équations  (65)  sont  pareillement  identiques  à  celles  que 
Laplace  et  Damoiseau  ont  données  pour  le  même  objet,  et,  par 
suite,  nous  devrons  retrouver  à  peu  près  les  solutions  de  Damoi- 
seau, lesquelles,  d'ailleurs,  diffèrent  peu  de  celles  de  Laplace. 
Damoiseau  s'est  dispensé  de  calculer  celle  des  valeurs  de  Targu- 
menl  b  qui  se  rapporte  au  premier  satellite,  par  cette  raison  cpie 
ïincUnaîson  propre  de  l'orbite  de  ce  satellite  sur  son  plan  fixe  a  été 
trouvée  insensible;  pour  celle  qui  se  rapporte  au  second  satellite,  il 
adopte,  à  l'exemple  de  Laplace,  la  valeur  que  Delambre  a  déduite 
des  observations,  et  enfin  il  calcule  les  deux  autres.  Les  solutions 
données  par  Damoiseau  et  par  Laplace  fournissant  déjà  des  valeurs 
très  approchées  de  chacune  des  quatre  racines,  il  sera  plus  ra- 
pide, pour  en  avoir  les  valeurs  définitives,  d'employer,  de  préfé- 
rence à  toute  autre,  la  méthode  des  approximations  successives, 
telle  que  Ta  pratiquée  Laplace.  Nous  avons  obtenu  ainsi  les  solu- 
tions suivantes,  à  côté  desquelles  nous  rappelons  celles  de  Laplace 
et  de  Damoiseau,  chacune  des  racines  étant  exprimée  en  degrés,  et 
supposant  comme  unité  de  temps  le  jour  moyen  : 

Tableau  LVIII. 

Première  racine. 

I^aplare. 

6  =  — 0",  1 /il  00(32,  —  o",  1 /;c)79'i  I , 

r-  =  — 0,0  1  2  10202  ,  —0,0124527, 

j^==— 0,0009330893,  —0,0009597, 


N 


—  0,00009672271.  —0,0000995. 
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6,  =—o°, 03298667, 

j^,  =0,0207/4578, 


W 


7  =  —  0,o3/|22oG8, 


Deuxième  racine. 
Laplacc. 

-o",o3298655, 
0,0207938, 

—  o,o3/i253o, 


—  =3  —  0,0009310377.       —0,0009312 


Damoiseau. 

-  o*',o3298655, 
0,0207^60, 

-  0,o3i4223o3, 

-  0,00093 1  346. 


Troisième  racine. 


Laplace.  Damoiseau. 

62  ==  — 0^,006991  926,    -o'\oo699i9o5,    —  o",oo6992558, 


^,==  0,01  1  1  3/1288, 
■^  =  0,1  638834, 

^  =  -0,1963943. 


0,0111626,  o, 0111342, 

o,i64oo3o,  o,i6388i4, 

—  0,1965650.  —0,1964122. 

Oaatriènie  racine. 


Laplace.  Damoiseau. 

63  =  —  o°,ooi  893482  1,      —o°,oo  1893053,      —o",ooi  893631 , 
^,  =  o,()()  19722 18,  0,0019866,  0,001971316, 

^,=  0,02328674,         0,02  34  108,        0,02327269, 


N" 


^.=  0  ,1  2/12960. 


0,1  248622, 


o,  1  242  1  65. 


28.    Il  reste  à  dùtcrmiiior  les  diverses  constantes  N  et  y  qui  (i- 
gnrenl  dans  les  intégrales  (66)  ou  (68)  (  i**  partie,  p.  1  28  et  1  3  1). 
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Pour  cela,  posons 

N;=a-;Ni,  n;=^I-\,  nt^ct'în,, 
^=(7'^,,  N.ï=o-:^N2,  n:=^'^N2, 
n;=<7;n3,       n'^-=<t;'N3,       n';:=<7';n3. 

Les  nombres  (t',  (t",  t",  (T^,  ...  sont  déterniinés  par  les  rapports 
ci-dessus  des  coefficients  relatifs  à  chaque  racine;  ils  ont  pour  loga- 
rithmes les  nombres  suivants  : 

Tableau  LIX. 

0-'...  —2,0828578,      cr"...  —4,9^)99231,  <t"'...  —  5;9855285, 

(t[...       1,6830702,      o"]'...  —  0,2  1  72989,  cTi'...— 2,6022706, 

<T2...       1,1678726,      0-0...       1,9633376,  <To...  —  1,2^64665, 

CTj...       1,0721351.      (tI...       1,799/1986.  (Tg...       2,7o5o45o. 

Tout  est  ramené  à  l'évaluation  des  quatre  coefficients  N,  N^, 
No,  N3  et  des  quatre  angles  y,  yj,  y.,,  y^. 

Les  angles  I,  t,  w\  •^'  qui  délinissent  à  Tépoque  t  la  position, 
relativement  au  plan  de  l'orljite  actuelle  de  Jupiter,  de  l'orbite  du 
satellite  m  et  du  plan  de  léquateur  de  la  planète,  ont,  à  l'époqu^i 
f  =  0,  pour  valeurs  respectives  les  angles  (^„,  0^,,  w^-,  i/'o  déterminés 
plus  haut;  les  équations  (68)  donnent  donc,  pour  cette  même 
époque , 

0o  sin  6*0  —  fJt-Wo  sin  -J^^  =  ^iN  sin  y, 

(Po  cos  Bo  +  fxWo  cos  \f'o  =  2iN  cos  y, 

avec  des  équations  pareilles  pour  chacun  des  trois  autres  satelhtes. 
Ce  sont  les  huit  équations  cherchées  entre  les  huit  inconnues. 
Convenons  d'exprimer  en  secondes  sexagésimales  les  angles  cOo,  (po-, 
<pl,  (pi,  (pi;  les  coefficients  N  seront  alois  exprimés  de  la  même 
manière. 
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Posons 

N  si n  y  =  a? ,      Ni  sin  y i  =  ^c^ ,      Ng  sin  ^2  =  -^2  >      ^3  sln  yj  =  x^ , 
Ncos)/  =  r,      Njcosyi^ji 

^osin^o— pL&)osin\//o=Xo,      (p^sin  0^— |[x'ci)osin;//o=X^ , 

(PoCOS0o+ptWoCOsif/o==Yo,      (P^cos0^+|:a'woCOs;//o=Yo,      ; 

il  viendra,  pour  déterminer  les  huit  inconnues  auxiliaires  r,  y,  a\ ,  .., 
les  deux  systèmes  d'équations 

I  a:  +  ^1  +  .^2  +  .rg  =  Xo ,  y  +  Yi  +  Js  +  Ja  =  ^'o, 

I  (t'x  +  (7[Xi  +  cr.^2  +  crirg  =  X^ ,     a'y  +  G [ji  +  o-^j'a  +  cr^yg = Y^, 

L  \      \        1/         ,  ir  ,  'f  ,  "  "V"  Il         ,  Il  ,11  ,  "  "V" 

J  cr  .T  +  (Ji Xi  +  <7oa:;2  +  o-g-Xg  =  X„ ,     o"  y  +  ct-j j,  +  (J-iJ^  +  ^^^Xs  =  i  o^ 

I       '"        ,        III  ,        m  ,        III  -vin  m       ,        m         ,        m         ,        m  v"' 

\(TX  +  (T^x,  +  o-.,.r2  +  (Tyi'z  =  X,  ;     (Ty  +  (jj  jj  +  g^^  +  (J^'^  =  Y  „. 

Posons  encore,  pour  abréger  les  écritures, 

ni{\-\-ni\  I      in[i^m')  n      m"{i-\-m")  m      ni" { 1 4- tn"') ^ 

C  = 1  C  =  ; — ; 1  C    =  7, — 7, 1  C    =  ~, — ~i l 

ail  a  n  a  n  a  n 

ces  expressions,  dont  la  valeur  numérique  dépend  essentiellement 
du  choix  des  unités,  ont  les  logarithmes  suivants  : 

>, 1^70679,        c...   8,37669/17,        c"...    7,0587769,        c'"...   8,86:^8786. 

I^n  observani  qu'il  existe,  entre  les  coefficients  N,  des  relations 
de  la  forme 

cNN,  +  c'JN'N  ;  +  6-"N"N:  +  r'"N'"N:  =  o , 
et  par  suite  entre  les  coef](icients  <t  des  relations  comme  la  suivante  : 

r  t     1  ,      I    I    I    ,      Il    II    II    ,      m    m    III 

[09J  c  +  cTcr, +C(T(Ti  +  co"crj  =  o, 
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on  obtient  immédiatement,  pour  le  calcul  des  diverses  inconnues, 
les  formules 

cX„  +  c'X'oCr'  +  c"XoO"" 4  c"'X'o(7"' 

»^     "~^  1        7     7ô     i        Tt     7fZ    i       tti     itt.y  ' 

c-{-  c<T^-\-c  (r^-\-c  a  - 


[6ol 


,  _  c\\ + c'  ¥>' + c"y:<t"  +  c"\":(7"' 

y  ~  c  +  c'cr'-^  +  cV^  +  c'V^ 

cXo  +  c'Xéo-;  +  c'X'ôcri  -\-  c"'X'oO-ï' 

1  c  +  c'(7[-  +  cV,'-  +  c'a-'r 


D'après  les  valeurs  des  angles  Wo,  ^o^  'poi  ^o,  9o'  •  •  •  et  celles 
des  nombres  pt, ,  fx',  fx",  fx' ,  on  aura  pour  les  logarithmes  des  quan- 
tités Xo,  Yo,  Xq,  . . .,  lesquelles  sont  exprimées  en  secondes  sexagé- 
simales comme  les  angles  Wo,  (po,  ^l^  ®I,  Ç>'o,  les  valeurs 

X„...    1,3728016,  Y„...    -i,5/|388i9, 

X^.  .  .   2,9126228,  Y^.  .  .    —3,1873301, 

x:..,  2,83i5ia,       y:. ..    1,5951323, 
x:.. .  2,5925120.       Yj. . .    2, 8136931. 

L'emploi  des  formules  [60]  nous  donne  pour  les  quantités  r, 
j,  a\,  ...  les  logarithmes  suivants  : 

œ 1,9670289,  J- •  •  •  — o,5i59i32. 

Xi 1,1626187,  Ji  •  •  •  —1,5041709, 

X.2 0,8516771,  72- •  •  —0,0095592, 

^■3 0,0086819,  J3- •  •  0,0954661, 

d'où  i  on  conclut  : 

Tableau  LX. 

Coefficients.  Logarithmes. 

N 0,5326933,  y  =  i64°i3'i7",96, 

INi....  1,5461081,  )/i=  i55  3o  46  ,81 , 

Ng.  .  .  .  0,8660261,  ^2=    981113,87, 

N3.  .  .  .  0,2068966.  73=    391847,29. 

Sav.  étkang.  i.  XXX.  —  NM.  '  19 
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Par  la  combinaison  des  tableaux  LIX  et  LX,  on  obtient  poin- 
tons les  coefficients  N  les  logarithmes  suivants  : 

Tableau  LXI. 
N. .  .   0,5325933   Ni...   i,54-5io8i   Ng...   0,8660261   N3...  0,2068906 

N'... -2,6i645ii    n;...    3,2281783   n:...    2,0238987    n;...  1,2790306 

IS"...  -3,6o25i6/t      N';...  -1,7624070     n:...      2,8093637      N3...   2,00639/41 
N'"...  -4, 6181218     n;...  -0,1973787     K...  -2,1024926     N3...  2,9119406 

c.   Partie  elliptique  des  latitudes. 

29.  Nous  pouvons  maintenant  procéder  au  calcul  des  latitudes 
des  satellites  et  de  leurs  inégalités. 

Les  formules  (XXIX)  (  i"^  partie,  p.  i  32)  font  connaître  la  par- 
tie elliptique  des  latitudes,  en  ayant  égard,  à  la  fois,  à  la  partie 
constante  et  aux  variations  séculaires  des  inclinaisons  et  des  longi- 
tudes des  nœuds;  elles  donnent  les  résultats  suivants  : 

Tableau  LXII. 


SATELLITE. 

ARGUMENT. 

COEFFICIENT 

DU  SIM3. 

SATELLITE. 

ARGUMENT. 

COEFFICIENT 

DU    SINUS. 

/+f 

—    1  10:'jl",0  1 

r  +  f 

—  i07'j8",7'i 

l  —  bt   —y 

3  AoH 

/"  -bt  -y 

—  0  ,oo3 

i"  satellite.  ..< 

l  -b^l-y^ 

35  ,o8'( 

3°  satellite... 

l"-b^t-y^ 

-57  ,864 

j 

l  -  b^t  -  y,_ 

7,178 

^"-V-7. 

C'i  4  ,7 10 

^-h^-y. 

1  ,610 

<^"-Kt-y. 

101  ,'i83 

' 

r  +  f 

—  10982", 7ii 

r  +  f 

—  9o86'',o9 

i'  —  bt  —y 

—  0  ,oii 

1  /■"  -bt  -y 

2°  satellite... 

l'-b^t-y^ 

1691  ,i35 

4'  satellite.. . 

r-b^t-y^ 

—  1  ,575 

/'  -  b^l  -  y^ 

100  ,667 

l"'-ht-y. 

—  126  ,617 

''  -  ''3«  -  73 

19  ,012 

i"'-M-73 

81 0  ,'171 
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Les  longitudes  /,  /',  f ,  /"'  étant  comptées  à  partir  de  l'équinoxe 
terrestre  mo})ile,  il  faudra,  dans  la  formation  des  arguments 

l-bt-y  =  {n-b)t  +  e-y,    l~bit-yi  =  {n- b,)  t-\- z~y,,  ... 

ajouter  à  chacune  des  quantités  b,  b^,  b^,  b^,  trouvées  plus  haut, 
la  rétrogradation  diurne  de  l'équinoxe,  supposée  égale  au  nomhre 
o'',oooo38ioi  75  (c'est-à-dire  transformer  chatpie  mouvement 
diurne  sidéral  en  mouvement  diiu^ne  tropique).  Quant  aux  angles 
y,  yi ,  . . .  ,  ils  sont,  ainsi  que  les  angles  e,  e,  . . . ,  comptés  à  pai^tir 
de  l'équinoxe  terrestre  de  1  85o  :  en  effet,  les  angles  H,  Aj ,  A2,  A3, 
calculés  plus  haut,  sont  comptés  à  partir  de  cet  équinoxe;  il  en 
est  de  même,  par  suite,  pour  les  angles  ^p^-,  ^o,  ^l-,  ^l^  C  qu'on  en 
déduit,  et  de  même  aussi  pour  les  angles  y,  y, ,  y^,,  y^  qu'on  déduit 
de  ceux-ci. 

On  aura  ainsi  les  expressions 

,^'  =  2  25°i5'   2",/i5-o°,ooooo78896/t^ 
bt-\-y  =164.  1317,96  — G  ,1409681  /, 
bit  +  y^=  1  55  3o  46  ,81  -  o  ,03294767  ^ 

^2^  +  72^      98     11     13,87—0,006953824/, 
^3^  +  73=       39     1847,29  —  0,001855380/, 

dans  lesquelles  /  est  exprimé  en  jours  moyens  à  partir  de  i85o, 
janvier  0,0. 

Observons,  pour  la  comparaison  avec  les  formules  de  Damoi- 
seau rapportées  plus  haut  (formides  [i)^],  p-  1  38),  que  les  valeurs 
des  angles  y^,  y^,  y^  sont  à  peu  près  égales  à  celles  des  angles  A^, 
A2,  A3,  diminuées  de  180°,  et  que  l'angle  •^'  se  rapporte  au 
nœud  descendant  de  l'équateur,  tandis  que  l'angle  II  se  rapporte 
au  nœud  ascendant. 
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Eu  égard  à  ces  remarques,  il  y  a  accord  suffisant  entre  les  deux 
systèmes  de  formules. 

à.    Inégalités  périodiques  des  latitudes. 

Les  inégalités  périodiques  des  latitudes  sont  exprimées  par  les 
formules  (XXXI)  à  (XXXVI)  (i'-^  partie,  p.  iSg-i/u).  Elles  sont 
très  petites  pom^  la  plupart  :  à  l'exemple  de  Damoiseau,  nous  né- 
gligerons celles  dont  le  coefficient  n'atteint  pas  o",  i ,  quand  l'argu- 
ment est  nouveau;  mais  pour  celles  dont  l'argument  est  la  longi- 
tude moyenne  du  satellite  en  question,  soit  à  toute  époque,  soit 
à  l'époque  des  éclipses,  nous  conserverons  tout  ce  qui  dépasse 
o  ",o  1 .  Toutefois  nous  serons  conduit  plus  loin  à  négliger  un  grand 
nombre  de  ces  termes. 

Il  vient  ainsi  les  résultats  suivants,  à  côté  desquels  nous  inscri- 
vons ceux  de  Damoiseau  : 


SATELLITE. 

ARGUMENT. 

COEFFICIENT 

DU    SINUS. 

DAMOISEAU. 

i"  satellite 

4/'- 3/-  6/-  7, 

—  )",J23 

—  l",5l  2 

2Ji^-l-\-i' 

o,9i5 

0  ,909 

1        3/'_2/-|-f 

—  o  ,33/i 

// 

2,l'--2l-b^t-y^ 

3,576 

I  ,167  f) 

3/'- :,/_/,.,< -y. 

-0,790 

—  1  ,011 

3r-2/-v-7. 

—  0  ,120 

// 

2°  satellite ^ 

2f^-i+i' 

2  ,818 

2   .802 

2j^~-l-b^i-y^ 

—  0  ,37a 

-0  ,18/1 

2^_/'_i^(_y^ 

—  0  ,026 

;/ 

i-b^t-r^ 

—  0  ,225 

// 

i'-K^-7, 

—  0  ,0  1  /| 

// 

':   Dcsaccoid   inexpliqué 
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SATELLITE. 

AI-.GUMENT. 

COEI-FICIENT 

UD    SINUS. 

DAMOISEAU. 

3l"-nl'-b^t-y^ 

—  o",5G5 

—  o",oGG 

3r_o/'_6,(-7, 

0,171 

0  ,3o3 

,_^_r+f 

(i  ,389 

G  ,35o 

3'  satellite 

2^-r-6^f-7^ 

0  ,029 
-o,368 

// 
—  0  ,2  1 1 

^-t-'"-''3*-73 

—  0  ,060 

// 

r+f 

—  0  ,01 G 

// 

r-hj.-y^_ 

—  0  ,o34 

/; 

24^-  /'"+  ^i-' 

i3,68i 

i3  ,607 

2  4^-/"'-V-7o 

0  ,17/1 

// 

4'  satellite 

24:-^'"-    M  -73 

—  1  ,102 

-  0  ,63 'j 

r+f 

—  0  ,020 

// 

'■"-V-7. 

—  0,01  /j 

II 

Les  coefficients  jo,  1  j,  1 1  ,oj,  1 1 ,2  |,  J2, 1  j,  qu'on  a  dû  employer 
dans  le  dernier  calcul,  ont  respectivement  pour  logarithmes  les 
nombres 

3,0792,       A, 8896,       3,3491,       4,(^671. 


30.  Pour  le  calcul  des  latitudes,  nous  avons  remplacé  la  Ibr- 
mule  rigoureuse  sin  A  =  sin  (p  sin  [v  —  6)  par  la  formule  plus  simple 
X  =  (p  sm[l  —  6).  En  substituant  la  longitude  moyenne  à  la  longi- 
tude dans  l'orbite ,  on  commet  une  erreur  absolue  de  même  orcbe 
que  le  produit  de  l'excentricité  par  l'inclinaison,  tandis  que  l'er- 
reur commise  en  remplaçant  sinX  et  sin  (^  par  X  et  Ç)  est  seule- 
ment du  même  ordre  que  le  cube  de  l'mclmaison;  aussi  Damoi- 
seau, après  avoir  fait  la  même  substitution  dans  les  formules  de 
Laplace,  a-t-il  introduit  un  terme  de  correction. 
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On  a 


v  =  l-\-  2e  sin  [I  —  Ts)-j-  ■  ■  . 
el,  par  suite, 

sin  [v  —6)  =  sin  (/  —  ^)  +  2  e  sin  (/  —  -tïï)  cos  (/  —  ô*)  +  •  •  • 

Le  terme  de  coiTection,  que  l'on  peut  traiter  comme  une  nou- 
velle inégalité ,  est  donc 

[6i]   dX=2(pesm[l—'cs)cos{l~d)=^(pe[sm{2l~d~'cs)-\-sm(6~7s)]. 

Pour  éviter  encore  l'emploi  des  valeurs  de  e,  ts',  (p,  6  relatives 
à  1  85o,  nous  ferons  usage  des  formules 

e  sin  7S  =  2 M  sin  [gt  +  |S) ,      (p  sin  6  =  fxoj'  sin  ^'  +  2N  sin  (6/  +  7) , 
e  cos  1:5  =  2M  cos  {gt  +  jS) ,      (p  cos  6=~fXM'  cos;//'+2N  cos (6^+7) , 

et  la  correction  deviendra 


[LXVII] 


dX=i:i:U^[8in{2l-bt-y-gt-^)  +  sm{bt+y-gt-^)] 
-fAw'2M[sin(2^+f-^/-|a)-sin(f+(//+|3)]. 


Appliquée  successivement  à  chacun  des  quatre  satellites,  cette 
formule  donne  les  termes  suivants  : 

a  =  -o",235[sin(2/+f-^^-|S)-sin(f+^f+|S)] 
-  o",2  I  7  [sin(2/+i//'-^2'-|3.,)-sin(;;/'+^2'+f22)] 
-o",i22  [s\n{2l-\-yp'-g^t-^,)-sm(\p'-hg3t-^^3)], 

SX'  =  -l\2oà[s\n{2t  +  ^P'-g,t-^,)-sm{f+gJ-h^,)] 
~  2",  12  I  [sin(2/'4-'>/^'-5f2/-f32)-sin(\//'+5f2^+|S2)] 
-i",i3/i[sin(2/'+f-^3/-ft)-sin(f+^3/+ft)] 
+  o\iSb[iim{2l'-bj-y,-gJ~^,)^t,'m{bj+y,-g,t-^,)] 
-i-o",'626\jiin{2l'-bj-yi-g^t-^^)+sm{bit-\-yi-g2t-^2)] 
+  o",i75[sin(2/'-èi/->/i-^3/-|33)+sin(6i/+yi-5f3/-ft)], 
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SX"=-  1  2",o59  hm{2l"+^f^'-(J,l-^,)-sm{^P'-{-fJ,l-h^,)] 
-  6",3o3  [sin(2r+f -^3/-fS3)-sm(f +(/3/  +  (S,)] 

+  o",378[sin(2r-è2/-y-,-.73^-(33)+sln(Z»2/+y2-</3^-fe)] 

Sk"'=        i",372[sm(2r+f-^2^-|S2)-sin(f+^2'+(32)] 
-69",6oo[siii(2r+;P'-(/3/-|33)-sln(f+^3'  +  f33)] 

-o\ii'][sm(2!"-b,(-y,-(j4-^^)  +  sm{b,t-\-y,-g^l-^.^] 
-^5\ç)2'][sm[2l"'-b,t-y,-(j,t-^,)  +  sm{b,t-i-y,-(j,t~^,)]. 

Damoiseau  ne  donne  aucun  terme  de  cette  espèce  pom^  les  deux 
premiers  satellites;  relativement  aux  deux  autres,  il  donne  les 
termes 

êr=    i/i",3/io[sin(2r-n-'ct2)  +  sin(n-t:J2)] 

—  o",  9  9  3  [sin  (  2  /"  —  A2  —  'cs.,)  +  sin  ( Ao  —  '5^2)]  ^ 
Sr=    6  9",  3  3  2  [sin  (2  r  -  n  -  '^^3)  +  sin  ( n  -  'U^,)] 

-  6", 5  3  5  [sin  ( 2  f  ^  A3  --  -^^3)  +  sin  (A3  -  -^3)] . 

les  lettres  n,  Ag,  A3,  'CS^,  ts^  ayant  la  signification  indiquée  plus 
haut  (p.  26  et  1  37).  Ces  termes  correspondent  approximativement, 
le  second  excepté,  aux  plus  considérables  de  ceux  que  nous  obte- 
nons. 

Quant  à  Terreur  qui  provient  de  la  substitution  des  angles  >  et(p 
à  leurs  sinus,  il  n'y  a  pas  lieu  de  s'en  préoccuper  ici  pour  la  cor- 
riger; l'erreur  relative  qui  en  résulte  est,  en  effet,  du  même  orcbe 
de  grandeur  que  le  carré  des  inclinaisons,  et  déjà  on  a  commis 
mie  erreur  relative  du  même  ordre  dans  la  détermination  des 
inégalités  séculaires  des  inclinaisons  et  des  longitudes  des  nœuds, 
et  par  conséquent  dans  celle  des  latitudes. 

Mais  il  faut  remarquer  que,  par  suite  de  cette  inexactitude  fon- 
damentale, il  devient  illusoire   de  tenir  compte  de  beaucoup  des 
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termes  rapportés  plus  haiil.  Les  inclinaisons  étant  voisines  de  3°, 

-jr^y  ou  du  nombre  plus 
simple  (  —  )"=  7-—;  en  conséquence,  les  erreurs  absolues  sont 
voisines  des  nombres  respectifs 


1  io4i " 


10982" 


10748" 


q586" 


400 

400 

4oo 

4oo 

OU  envn^on 

27", 

27", 

26", 

2  3". 

Les  erreurs  effectives  pouvant  néanmoins  rester  assez  notable- 
ment au-dessous  de  ces  limites,  il  serait  excessif  de  négliger  tous 
les  termes  des  latitudes  dont  le  coefficient  n'atteint  pas  26"  en- 
viron; mais  on  pourra,  sans  crainte  aucune,  supprimer  tous  ceux 
qui  ne  dépassent  pas  1  ". 

L'ensemble  des  inégalités  périodiques  et  des  termes  nouveaux 
peut  ainsi  se  réduire  au  tableau  suivant  : 


Tableau  LXIII. 


SATELLITE. 

ARGUMENT. 

COEFFICIENT 
DU  SINUS. 

SATELLITE. 

ARGUMENT. 

COEFFICIENT 
DD    SINUS. 

1"  satellite. 

fU'-'ol-b^t-y^ 

-i",523 
o,9i5 

G", 089 

-   12   ,059 

1   Zl'-il-b^t-y^ 

3  ,576 

3"  satellite. 

2^"+f-5'3«-/33 

—  6  ,3o3 

2P-/'+f 

2  ,818 

f+^3'+/3, 

12  ,059 

^l'J^^-g^t-^^ 

—  1   ,20/l 

\          f+^3«  +  (33 

G  ,3o3 

2'  satellite.  < 

2r+f-j,f-i3, 

—  2   ,12  1 

-  1  ,i34 

\  24^-r+f 

i3  ,G8i 

—   l    ,l52 

^■+,7,'  +  ^l 

1   ,2o4 

2r+|'-r/^(~/3, 

1  ,372 

2,121 

1  ,i34 

4'  satellite.  { 

—  Gg  ,600 

5,927 

5,927 

-1,372 

G9  ,600 

i 


THEORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER.  153 

e.   Inégalités  séculaires  des  inclinaisons  el  des  longitudes  des  nœuds  [second  mode 
de  calcul). —  Nouvelle  expression  de  la  partie  elliptique  des  latitudes. 

31.  Les  résultats  qui  précèdent  sont  encore  entachés  d'une 
autre  inexactitude  qu  il  serait  difficile  d'évaluer  a  priori. 

Les  déplacements  séculaires  de  l'équateur  de  Jupiter  et  ceux 
des  plans  des  orbites  des  satellites  sont  déterminés  solidairement 
par  les  cinq  équations  (64)  (i'"^  partie,  p.  126);  mais,  à  l'exemple 
de  Laplace,  nous  les  avons  calculés  séparément  au  moven  des 
équations  (65),  (67),  (70),  (71)  et  de  celles  qu'on  en  déduit. 
Nous  avons  admis  pour  cela,  non  seulement  que  les  valeurs  des 
coefficients  N^*'  relatives  aux  quatre  racines  6,  b^,  69,  ^3  sont  insen- 
sibles, ce  qui  n'est  pas  douteux,  mais  que  l'on  peut  aussi  négliger 
les  coefficients  N"^,  ce  qui  est  bien  moins  exact. 

On  peut,  a  posteriori,  obtenir  pour  les  coefficients  N"  des  va- 
leurs approchées,  en  introduisant  dans  la  dernière  des  équations  (64) 
les  nombres  du  tableau  LXI  (p.  i/i6);  il  vient  ainsi,  pour  ces 
coefficients,  les  logarithmes  respectifs 

]N'^..-3,3/^o5,  Nr.. . -0,2066, .N.7...-o,5o52,  N;'..,-o,5207, 

lesquels  sont  comparables  à  ceux  du  même  tajoleau. 

Comme  d'ailleurs  cette  nouvelle  cause  d'erreurs  n'a  rien  de 
comnum  avec  celle  qui  provient  de  la  suppression  des  termes  du 
troisième  degré  dans  les  équations  différentielles,  il  convient  de 
la  faire  disparaître  en  traitant  les  équations  (6/1)  elles-mêmes,  après 
y  avoir  négligé  seulement  les  termes  en  N'*^;  ce  qui  donne 

o  =  -(è  +  [5])N  +  (o,i)N'  +  (o,2)N"+(o,3)r+(o)r', 
o  =  (i,o)N-(6  +  |T])N'+(i,2)N"-f  (i,3)N'"  +  (i)N"\ 
[62]  (  o  =  (2,o)N  +  (2,i)iV-(6  +  H)N"+(2,3)r  +  (2)N", 
o  =  (3,o)N  +  (3,i)N'  +  (3,2)V'-(6-f[3])N'"  +  (3)r-, 

o  =  @N  +  ®N'+@N"  +  (3)N"'-(6  +  0)^''- 

Sav.  ÉTHA>G,  t.  XXX. —  N°  1.  20 
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Nous  avons  tout   d'abord  à   évaluer  les  nombres   (1'^'=   partie, 
P-   1  19) 

©SaC  — A  — Bm2        r-\       SaC  — A  — Bm'/2  /-n       SsC  — A  — B(v>'2 

Comme  on  a,  d'autre  part, 

^    '       a^(X  ^    '       a^{x 

(les  nombres  fx,  fx, . . .  redevenant  ici  les  quantités  1  4-  m,  1  -\-m\  . . .  ), 
il  en  résulte  les  relations 

^^^"^Mq)=J3,2C-A-B)®-     /^^VaM0-J3(2G-A-B)®-      •••' 

que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme 

mfx  /    \  J  4iC  ^       ni  [x'  /    \ J     ^JC ^-n 

"^  ^*^^^^3  3(2C-A-B)^'     ir7r^^/'~y?V3  3(2C~A-B)'^'     *•• 


{^ 


D'après  les  valeurs  adoptées  pour  les  moyennes  distances,  les 
quatre  expressions 


n  V  II  ^a  ^  a  -a 


ne  sont  plus  tout  à  fait  égales  entre  elles  ;  on  leur  trouve  les  loga- 
rithmes respectifs 

6,9621559,   6,9619886,   6,9619811,   6,9619^77, 

dont  la  moyenne  est  6,9620046.  Convenons  de  prendre  ce  der- 
nier nombre  pour  logarithme  commun  de  ces  quatre  expressions, 
c'est-à-dire  pour  logarithme  commun  de  la  conslantey,-  posons  en 
conséquence 

log/==  6,96200/16. 
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Reprenant  les  nombres  r,  c\  c'\  c"  définis  plus  haut  (p.  i^A), 


et  posanl,  en  outre, 


^'   ^75i2C-A-B)' 


on  aura  la  série  de  relations 

C(0,l)==c'(l,0),        c  (0,2)  =  (■"(2,0),         6-  (o)  =  c"' (O) , 

[63]  j  r'(i,2)=c"(2,i),       ...,     r'(i)==c"®, 


Laplace  a  trouvé  poiu'  valeur  du  rapport  ri le  nombre 

0,14735,  et,  pour  évaluer  la  vitesse  i  de  la  rotation  de  Jupiter, 
il  a  adopté  comme  durée  de  cette  rotation  oJ,4ï377,  nombre 
assez  voisin  de  celui  que  Scbmidt  a  obtenu  il  y  a  quel{|ues  années. 
Adoptant  ces  mêmes  nombres,  on  trouve  pour  l'expression  r", 
dont  la  valeur  numérique  dépend  essentiellement  des  unités  clioi- 
sies,  et  pour  les  quantités  (o),  (T),  .  .  .  ,  qui  seront  exprimées  en 
secondes  sexagésimales,  les  logarithmes  suivants  : 


rv 

C    .  .  . 

5,327  1 53i, 

©••• 

5,948086/i, 

©•■• 

5,^817306, 

@... 

5,4539770, 

®- 

6,39978^1, 

©••• 

7,9/129787. 

32.  Les  valeurs  qu'on  a  trouvées,  au  n°  27  ci-dessus,  pour  6,  />i, 
62,  63,  quand  on  considérait  les  équations  (65),  fournissent  déjà 
pour  chacune  des  racines  correspondantes  une  première  approxi- 
mation, et  il  suffit  de  quelques  essais  pour  arriver  à  deux  valeurs 
consécutives  de   h  cj[ui  soient  presque  identiques.  Relativement  à 
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la  racine  è, ,   nous  prendrons  pour  première  valeur  approchée  le 
nom])re 

bl^  =  —  0°,00000  22  05l5, 

donné  par  la  formule 

(  1  ""^  partie ,  p.  i  3  3  ) ,  ou  la  formule  équivalente 

Nous  avons  obtenu  les  résultats  suivants  : 

Tableau  LVIII  his. 

Première  racine. 

liésultats  précédents. 

—  o^i4ioo62, 


N' 

N  ' 

K 
N  ^ 

N 

N 


—  O  ,012 10202  , 

—  o  ,0009330893, 

—  o  ,000096727  I, 


N_ 
N' 

M' 
N' 


6  =  —  o°,  14109  19, 
=  —  0,01  1  93784, 
=  —0,0009089898, 
=  —  0,00009355433, 
=  —  0,0006268690.  // 

Seconde  racine. 

6i  =  -o°,o33oi  186,  -o'\o3298567, 

=  0,0195/1870,  0,02074578, 

-0,0339890/1,  — o,o3422o68, 

-0,0009149810,  -0,0009315377, 

-0,0009459887.  " 
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Troisième  racine. 

Résultats  précédents. 

5^__  0^,00702  i5ii9,  -o^oo699.l926, 

^=     0,006076725,  o,oiii:U288, 

^=     0,1687528,  o,i63883A, 

n;__  0,1 944/41 6,  -0,196.3943, 

n:__  0,004847690. 

Quatrième  racine. 

5^__  0^0019006390,    -o",oo  18934821, 
ii_,__  0,001 7  17928,     +0,001972218, 

^,=   0,01936297,  0,02328574, 

^,-=   0,1199^91^  0,1242960, 

^  =  _o,oo3632793.  " 

Cinquième  racine. 

64==  — o", 000002 18464, 
^=o,999464A, 
N;,=  o,99/i2855, 
^=0,9733916, 
^=0.8688710. 
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br. 


LUX  no  m  ores  a  = 


N'       „      N" 
cédenimenl,  ajoutons  les  suivants  : 


(j  = 


n; 


>  défi 


mis 


pre- 


anisi 


qu€ 


(T      = 


cr,  = 


W_ 

N 

N4 


«7,,  = 


m:*' 


(To      =: 


o-,  = 


<7,,    = 


N7 

NT 
N„  ' 


les  logarithmes  de  ces  nombres  seront  donnés  par  le  tableau  sui- 
vant : 

Tableau  LIX  his. 


1 

.  —  2,0769267, 

1/ 

(T  .  . 

0-;.. 

.    1,7088822, 

0-';. . 

1 

i,/ii7i233. 

Il 

t:.. 

.  —  1  ,o5  1 9670, 

Il 

T4. . 

•      i'9977^^'- 

Il 

4^9685590,  a". 

—  0,24022  11,  (T^. 

1  ,2  1  6/iO  1  9,  (tI. 

—  1,8/139920,  (T3. 
1,9880246.  (tI. 


5,97  10639,  ^ 
2,6702943,  <y 
1 ,5o52358,  o"; 

2,7649960,   (T; 

1,9391923.  <7, 


-4,797'7^^' 
-2,6847681, 

-1,9019367, 

0,3252357, 

0,0002370. 


Pour  ceux  des  coefficients  cr  qui  iigurent  à  la  l'ois  dans  ce  ta- 
bleau et  dans  le  tableau  LIX,  on  voit  que  leurs  valeurs  numériques 
présentent  des  différences  assez  sensibles;  de  plus,  pour  ceux  qui 
se  rapportent  à  la  racine  63,  les  signes  sont  même  changés.  Ce 
changement  de  signe  est  dû  principalement  à  la  considération  du 
terme  (o)  N'^  dans  la  première  des  équations  [62],  d'où  résulte 

pour  le  rapport  jt-  une  valeur  négative,  au  lieu  de  la  valeur  posi- 
tive qu'on  avait  en  le  négligeant. 

Pour  la  détermination  des  dix  constantes  N,  Ni,  N2,  N3,  N4, 
>>  7x1  721  73,  7ki  il  suffit  d'appliquer  à  fépoque  /  =  o  les  formules 
générales 


[65] 


p'  =T:N'  sm{bt-^-y), 


q  =2^N  cos(6/  +  r), 
q'  =riN  cos(6/  +  y), 


/^"  =  i:;N"'sin(è<4-r).        7"==2:rcos(6/  +  y). 
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Il  vient  ainsi,  en  introduisant  encoie  les  inconnues  ,r,j,  .rj,  .  .  . 
et  les  deux  nouvelles 

X4  =  N4siny4,        y,^=^\cosy^, 
les  deux  systèmes  d'équations 

On  en  conclut,  au  moyen  des  relations  de  la  forme 
[59  bis]  c  +  c<7'cr[  +  c VV;  +  c"'cr"'a;  +  c"-<j"'a':'  =  o , 


les 


expressions 


[6061s] 


X 


X. 


cPo+c'p'o(T'  4-  c"p"<,(t"  +  c"'p!!a" +c"'p'J  (t''' 
c  +  c'(T''^-{-c"iT"--\-c"(7"'''->rc''cr'''^ 

cpo-\-c'Poa-[-\-c"p"oCr"i-c"po(7i'-{-c"'po'a-'i'' 
c-\-c'i7[^-\-c"a-'[''-'rc"'(7'r-\-c"a[''-' 


X 


__  cp^-\-c'poCr',-{'C''pl(7l-{-c''p'ô<Ti-\-c'''p'Jcrk^ 

~      c + c'a',;' + c"Œf  -f  c"'o-;i'- + c'  '  o-r^ 


et  des  expressions  toutes  pareilles  pour  j,  jj,  ...  ,  J4,  ne  differanl 
des  précédentes  que  par  le  changement  de  p^  en  (y,,,  de  p'„  en  c/^, 
et  ainsi  de  suite. 

Les  valeurs  numériques  des  angles  <Po,6o,Ç>'o,  . . . ,  w„,  yp„  nous 
donnent,  pour  les  quantités  po,  (jo-,p'o->  •  •  - 1  exprimées  en  secondes, 
les  logarithmes  suivants  : 


Pc  . 

.  ^3,89,30768, 

f/o.  . 

.  3,8886261, 

Po-    • 

.  -3,8439991, 

7o-  • 

.  3,7918728, 

tl 
Po-    ■ 

.  -3,8/i23i28, 

II 
7o-  • 

.  3,8811877, 

Po-    - 

.  —  3,8078065, 

"1 
7o-  • 

.  3,8692188, 

/y 
Po-- 

.  -  3,8946322. 

tv 

7o-. 

.  3,890831  9. 
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Cela  posé,  des  formules  [60  bis]  on  conclut  les  valeurs  suivantes 


des  logarithmes  : 

o 


X.  .  . 

•          0,2972, 

y-'- 

.  — o,64io, 

X,.  . 

1,1  378  171, 

ji" 

.  -  1,4778691, 

x^  •  • 

.          0,5881626, 

y  2  •  • 

.  —  1,74332 14, 

x^.  . 

.   —  1,9606454, 

J3-  • 

.  —0,0296695, 

"3^4  •   • 

.   -3,8940828. 

J4-    . 

3,8906152. 

Il  en  résulte  les  nombres  du  tal^leau  suivant 


Tableau 

LX  bis. 

Coefficients. 

Logarithmes. 

N. .  .  . 

0,681 5, 

y=  i55°37'2o'', 

N,... 

i,5i  89743, 

7,  =  i55  27  46,59, 

K... 

0,5926008, 

72=    98    8    5,45, 

N3...- 

-  0,  1  442476, 

^3=    39  48  56,76, 

%... 

4,0428709. 

74=3i4  46  i6,56. 

Enfin,  par  la  comljinaison  des  tal)leaux  LIX  bis  et  LX  bis,  on 
obtient  pour  les  divers  coeflicients  N  les  logarithmes  suivants  : 


Tableau  LXI  bis. 

1 

N.. 

o,68i5. 

X,... 

1 ,5189743, 

X,.. 

0,5926008, 

N,.. 

—  0, 1442476, 

K. 

.  -io/1287 

V. . 

.-2,7084, 

x;... 

3,2278565, 

n;.. 

2,00972/j  1 , 

n;.. 

1 , 1 962 1 46, 

n;.. 

/i,o4o6i 

iV.. 

.  —  3,G4o  1 , 

n:... 

- 1,7591954, 

x:; . 

2,8090027, 

n;.. 

1,9882396, 

n:;.  . 

4,o3i39 

K". . 

.  —  4,6026, 

NT. . . 

—  0,1892686, 

x; . 

—  2,0978366, 

n;'.. 

2,9092/126, 

n;:.. 

3,98206 

X".. 

•-3,4787. 

K... 

—  0,2037424. 

k;.. 

—  0,4945376. 

n;.. 

0,4694833. 

N"'.. 

4,o43io 

m3 
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Cela  posé,  la  partie  elliptique  des  latitudes  sera  donnée  par  le 
tableau  suivant  : 


Tableau  LXII  bis. 


SATELLITE. 

ahijL  ment. 

COEFFICIENT 

DU   SISDS. 

SATELLITE. 

AUGLME.NT. 

COEFFICIENT 

DO    SIMS 

/   —  bt  —  y 

A",8o3 

/"—  bt  —y 

—  o'',oo4 

l  ~b^t-y^ 

33,o35 

i'-bj-y^ 

-  07,437 

1^'  satellite. 

l   -U-7.. 

3,9  a 

3"  satellite. 

^"-bj-7. 

644,173 

'  -M->3 

—  1,394 

^"-K^-y, 

97,328 

i  -  K^  -  r, 

1  io37,5i 

l"-b,i-7. 

10749,68 

i  —  bt  —y 

-0,088 

/'"  -  bt  —y 

// 

l'-b^t-y^ 

1689,882 

1      '"-V-7. 

—  1,546 

2'  satellite. 

i'-Kt-y, 

102,264 

4'  satellite. 

'"■-M- y, 

—  125,267 

i'  -  f>st  -  73 

15,71 1 

/"'-è,r-73 

8ii,4i4 

i'  -  b,J  -  y, 

10980,42 

\     '"'-V-n 

9595,40 

Ici  comme  précédemment,  puisque  l'on  compte  les  longitudes  à 
partir  de  l'équinoxe  terrestre  mobile ,  il  faudra ,  dans  les  arguments 
/  — ^/  — jS,  l  —  gj  —  ^i,  •..  ,  augmenter  cbacune  des  quantités 
6,  bi,  62,  63,  64  de  la  rétrogradation  diurne  de  l'équinoxe,  savoir 
o°,oooo38ioi  70.  On  aura  ainsi  les  expressions 

bt  +y  =  i55°o7'2o"      -0°,  Uio538^ 

^i^+yi=  i55  27  46,59  —  0  ,08297376  ^ 
^2^  +  72=    98    8    5,/i5  —  o  ,006983/^/17 /, 
^3^  +  73=    39  48  56,76  -  o  ,0018625372  /, 
^4^  +  74  =  3i4  46  16, 56  +  0  ,0000359171  1  /, 

le  temps  t  étant  exprimé  en  jours  movens  et  compté  à  partir  de 
l'époque  1  8  5  o ,  j  anvier  0,0. 

Si  l'on  observe  que  l'expression  bj-}-yn  est  approximativement 

S.w.  ÉTriA!<G.  t.  XXX.  —  N°  1.  21 
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égale  à  l'expression  i8o°  — •»//'  qui  résulte  des  données  de  Damoi- 
seau, on  voit  que  les  coelHcients  contenus  dans  les  deux  ta])leaux 
LXIl  et  LXII  bis  s'accordent  tous  quant  aux  signes,  avec  une  seule 
exception  pour  le  coefficient  N3,  comme  il  a  été  expliqué  plus  haut 
(p.  ,58). 

Quant  aux  valeurs  numériques,  les  différences,  quoique  assez 
sensibles,  ne  dépassent  pas  9",  et  sont  moindres,  par  conséquent, 
que  les  erreiu^s  qu'on  peut  craindre  pai^  suite  de  la  suppression  fies 
termes  du  troisième  degré  dans  la  recherche  des  inégalités  sécu- 
laires. Toutefois,  si  fon  se  borne,  comme  on  fa  fait  plus  haut,  à 
exclure  les  termes  dont  le  coefficient  ne  dépasse  pas  1",  il  y  aura 
lieu  de  préférer  les  nombres  du  tableau  LXII  his  à  ceux  du  ta- 
bleau LXII,  ce  que  nous  ferons  plus  loin. 

Quant  aux  inégalités  périodiques,  on  peut  prévoir,  en  raison  de 
leur  petitesse,  que  la  substitution  des  nouveaux  nombres  N  aux 
anciens,  dans  leur  évaluation,  n'en  changera  pas  sensil)lement  les 
coefficients. 

En  procédant  comme  on  fa  fait  dans  la  première  partie  (n"54), 
mais  employant  ici  les  valeurs  [65]  des  quantités p,  (j,p\  . . .  ,/j',  7', 
on  obtient  pour  le  premier  satellite  la  formule 


a  = 


0,1 


21 


N-N' 


[LXVIII] 


[o]K 


N 


2  Ob  -  /3 

N-N 


sm{M'-M-bl-y) 
sin(2j;^  —  /  —  bt  —  y) 


°)^:ïi^^  ■'■'"('-*'-)')• 


rareillement,  la  correction  qui,  dans  le  premier  procédé,  était 
exprimée  par  la  formule  [LXV  IIJ  sera  maintenant  représentée  par 
la  Mil  vante  : 

[LXIX]    ^X=S3„s;MN[sin(2/-6/-y-^/-,S)+sin(/;/+y-^f/f-^)]. 


On  aura  des  formules  analogues  pour  les  autres  satellites. 

I^a    réduction  en  nombres  donne  les   résultats  suivants,  en  se 
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bornant  encore  aux   coefTicients  ([iii  alleignent   i",  sauf  pour  cei- 


tauis  arguments 


Tahlkvu  L\III  bis. 


COEFlIriEV  T 

COEFFICIENT 

SATELLITE. 

AUGUMENT. 

SATELl.ME. 

ARGUMENT. 

i'^' satellite. 

4/'-3/-V-r. 

-  i",5-j4 

^■C-'"-V-7. 

—  o",368 

■2.il-l-b,l-y, 

-0,910 

2.i^-  /"-/>,/ -y, 

-  6.389 

1     3/'_2/_/,_^_y^ 

3,573 

2'"-^«-7,-i/,t-P. 

12,060 

2  p. _/'_/,(_,, 

-0,37. 
—  2,817 

3''satellite.y 

^'"-''4«-74-^3«-P3 

6,3o4 
0,723 

l,2  0-4 

V  +  7,-i/,«-|3., 

1 2,060 

2 'satellite./ 

2''-^f-74-i/.'-i3, 

2,12  1 

V  +  7,-.[/3«-/3,, 

6,3o'i 

2/'-6,/-7,-^3f-|3^ 

1,1  3/1 

1 

0,723 

V  +  74-i/,^-^i 

l,2o4 

^.C'-'"'-*3'-73 

—  i,i45 

V  +  74-,'/-/-|2^ 

2,12  1 

24^-r-V-7. 

-  i3,69i 

Kt  +  7,-3-st-^, 

i,i34 

-0,909 
5,891 

/('satellite. 

■^l"'-K'-7,-9J-^ 
Kt  +  7.2-9/-^3 

V  +  73-rA;-A< 

-  1,374 
69,667 

-  0,909 
5,891 

-  1,374 
69,667 

La  plupart  des  coelïicients  de  ce  tableau  sont  identiques  aux 
coefficients  correspondants  du  tableau  LXIII.  Ce  n'est  que  pour 
le  quatrième  satellite  que  l'on  trouve  quelques  différences,  dont  la 
plus  grande  n'atteint  pas  o",  1 . 


33.   11  faut  observer  que  les  latitudes  obtenues  par  le  nouveau 
mode  de  calcul  sont  rapportées  au  plan  fixe  et  non  au  plan  va- 
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riable  de  l'orbite  de  Jupiter;  poiu"  les  rapportera  ce  dernier  plan, 
il  faut  leur  ajouter  la  correction 

iPcos/— 3^sin /, 

en  négligeant  toujours  le  carré  des  niclinaisons,  ce  qui  n'a  ici  au- 
cun inconvénient. 

Évaluons,  pour  une  époque  donnée,  les  quantités  î^  =  Osin0, 

^=(I)COS0. 

Nous  désignons  par  <!>  Tinclinaison  de  l'orbite  actuelle  de  Jupiter 
sur  notre  plan  fixe  (qui  est  l'orbite  de  i85o)  et  par  0  la  longi- 
tude du  nœud  ascendant  de  cette  orbite  sur  ce  plan  fixe,  comptée 
à  partir  de  l'équinoxe  veinai  de  Jupiter  en  i85o.  Quand  on  pose 
^P  =  A/,  ^=B/,  t  étant  ici  compté  en  années  juliennes  à  partir  de 
i85o,  les  coefficients  A  et  B  seraient  donc  les  variations  annuelles 

^^(4)__o",o9593,  ^7(*)  =  -o",i3255, 

rapportées  au  tome  II  (p.  loi)  des  Annales  de  l Observatoire,  si 
l'origine  des  longitudes  était  la  même;  mais  les  longitudes  sont  là 
comptées  à  partir  de  l'équinoxe  terrestre  de   i85o. 

On  a  vu  plus  liant  (p.  189)  qu'à  fépoque  de  i  85o  le  nœud 
descendant  de  l'équateur  de  Jupiter  sur  son  orbite,  c'est-à-dire 
l'équinoxe  vernal  de  Jupiter,  a  pour  longitude  l'angle 

-;|/o=i3/i"/i4'57",552, 

cette  longitude  étant  mesurée  à  partir  de  l'équinoxe  terrestre  de 
1  85o;  par  suite  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  actuelle 
de  Jupiter  sur  son  orbite  de  1  85o,  qui  est  B  quand  nous  la  coiiip- 
lons  à  partir  de  féquinoxe  de  Jupiter,  sera  0  — 'v/^o  s'  o'^  1^^  compte 
à  partir  de  l'équinoxe  terrestre.  On  aura  donc 

O  sin  (0  -  v^o)  =  tBp^'\        a>  cos  (0  -  ;(/..)  =  t^^'\ 
d'où 

(  ^^  =  (V"^cos^o  +  ¥'^sin;/;o)^ 

'        -  1'^=  (-  ¥'^  ^^^  ^o  +  ¥"^  cos  ;f/o)  /. 
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Les  variations  ammelles  ^/j("),  Sq^"^  données  au  tome  II  des  Annales 
de  l'Observatoire  doivent  être  un  peu  modifiées,  à  cause  des  correc- 
tions effectuées  au  tome  XII  (p.  5  et  6),  dans  la  théorie  particulière 
de  Jupiter.  Au  mo\  en  des  vtdeurs  données  pour  (p(*),  6^"'^  et  leurs 
différences  premières  et  secondes,  on  peut  obtenir  par  interpolation 
les  expressions  générales 

(  (3W=    i°i8'/ir',37-o",o73/|2/, 
^J  (  (9W  =  98«56'i7",o    4-6",256^ 

Connaissant  alors 

^(p(4)  =  _o",o73/i2,       (^0('')  =  6",2  5G, 
on  en  déduit,  au  moyen  des  formules  générales 

les  valeurs  nouvelles 

[68]  ^/)W  =  -o",o9/i75,        ^7W  =  -o",i3oo8. 

Il  en  résulte 

[69]  (i>=:o",i59io/,        ^=o",o2/i29/, 

le  temps  t  continuant  ici  à  être  exprimé  en  années  juliennes. 

Les  coefficients  de  t  dans  ces  deux  expressions,  savoir  les  quan- 
tités A  et  B,  exprimés  en  secondes  centésimales,  deviennent 

A  =  o\49ii,  B  =  o\o7489; 

ils  s'accordent  donc  suffisamment  avec  les  coefficients  analogues 

o\4898o,  o\o7o35o, 

donnés  par  Laplace  [Méc.  céleste,  1.  VIII,  n°  2  3)  pour  représenter 
les  déplacements  de  l'orbite  actuelle  par  rapport  à  f orbite  el  à 
féquinoxe  de  1750. 
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Cela  posé,  pour  l'époque  f,  exprimée  en  jours  moyens  k  partir 
du  i"  janvier  1800,  la  correction  cjuil  faut  ajouter  à  la  latitude  X 
du  satellite  m  rapportée  au  plan  fiN^e,  afin  d'o])tenir  sa  latitude  A  au- 
dessus  du  plan  de  l'orbite  actuelle  de  Jupiter,  aura  pour  expression 

(o",  109  10  cos/—o",o 2/^29  sin  /)  ^^^^^ 
ou  encore 

-o",i6i  sin(/-8i«i9'2o")3^.  | 

On  devra  y  avoir  égard  lorsque  le  nombre  /  sera  assez  considé- 
rable. 

§   IX. 

DÉPLACEMENTS  DE   L'ÉQUATEUU  DE  JUPITER. 

34.  En  adoptant  le  premier  mode  de  calcul  des  inégalités  sécu- 
laires, nous  avons  reconnu  (1"^  partie,  p.  1  32- 1  87),  avec  Laplace, 
c|ue  l'inclinaison  de  l'écjuateur  de  Jupiter  sur  le  plan  fixe  est  con- 
stante, à  ce  degré  d'approximation,  et  cjue  son  nœud  descendant 
rétrograde,  dans  le  temps  t,  de  la  cjuantité  —  b^t,  dont  la  valeur 
est  o**,ooooo22o5  1  5  t  (voir  plus  liant,  p.  i56);  tandis  que  son 
inclinaison  sur  l'orbite  actuelle  et  la  longitude  de  son  nœud  des- 
cendant sur  cette  orbite,  mesurée  à  partir  de  sa  position  initiale, 
sont  données  par  les  formules  (76) 

w'  =  «o  +  B/,  yb'  =  -ht--t. 

Ces  expressions  donnent 


/ 


a.'  =  3T7",279  +  o",o2/i293j3^^, 

y  =  —  0  ,07  10-^777 — p  • 
~  '       065,20 

La  variation  annuelle  de  l'angle  w',  savoir  o, 02/1 2  9,  s'accorde 
sensiblement  avec  le  nombre  o",o2  2  7934  adopté  par  Damoiseau 
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dans  son  Mémoire  manuscrit;  ce  dernier  nombre  est  d'ailleurs  équi- 
valent au  nombre  o  ,070300  donné  par  Laplace.  Mais  il  y  a  dés- 
accord formel  sur  la  valeur  de  ^p'.  Laplace  a  trouvé  [Méc.  céleste, 
1.  VllI,  n"  9  3),  pour  le  déplacement  des  équinoxes  de  Jupiter  sur 
son  orbite,  une  précession  annuelle  de 

0^8259  =  0",  2676, 

résultat  que  Damoiseau  a  adopté  sans  modification  ;  nous  trou- 
vons, au  contraire,  un  mouvement  direct  égal  à  o",0  7io. 

La  différence  de  ces  conclusions  provient  de  ce  que  Laplace  s'est 
borné  à  une  première  approximation  dans  l'évaluation  du  nombre  64 

[qu'il  désigne  par  —  „    ^^     j.  Il  a  employé  en  effet,  pour  ce  calcul, 

les  valeurs  provisoires  qu'il  avait  d'abord  obtenues  pour  les  masses 
des  satellites,  et  en  même  temps  les  valeurs  cjue  lui  a  fournies  une 
première  évaluation  des  nombres  i»,  v',  v\  v'\  qu'il  désigne  par 
X,  V,  X",  X"  [Méc.  céleste,  1.  VllI,  n"  2  3).  En  refaisant  le  même 
calcul  avec  les  valeurs  corrigées  des  masses  qu'il  donne  plus  loin, 
au  numéro  28,  et  les  valeurs  plus  approchées  des  nombres  A, 
A',  X",  X",  qu'il o])tient  au  numéro  29,  on  trouve  pour  le  nombre  ^p 
la  valeur  8,9772  au  lieu  du  nombre  primitif  9^8788;  en  conti- 
nuant à  adopter  pour  -  la  valeur  9^0629,  il  vient,  au  lieu  du 
mouvement  rétrograde  annuel  de  0^,8259,  un  mouvement  di- 
rect de 

0^07357  =  o",02/|53. 

Avec  les  masses  de  Damoiseau  et  les  nombres  v,  v\  v\  /'qui  en 
résultent,  nous  obtenons  64  =  —  o°,ooooo2  2o5  1  5,  d'où  l'on  con- 
clut pour  ip  la  valeur  8^,9492 3;  d'autre  part,  le  nombre  -  que 
nous  obtenons,  rapporté  aussi  à  l'année  julienne,  est 

2",97o6  =  9",  1684, 
résultat  un  peu  supérieur  au  noml)re  de  Laplace;  la  variation jin- 
nuelle  de  '^'  devient  alors  —  o\i\  92  ou  —  o",07  1  o,  comme  on  l'a 
indiqué  plus  haut. 
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En  ce  qui  concerne  les  déplacements  de  l'éqiiateur  de  Jupiter, 
Damoiseau  s'est  borné,  dans  son  Mémoire  manuscrit,  à  adopter  les 
nombres  de  Laplace.  Pour  compter  la  longitude  -^p'  à  partir  de 
Féquinoxe  terrestre  mobile,  dont  il  admet  le  déplacement  annuel 
égal  à  oc  ",  1 ,  il  prend  pour  variation  annuelle  de  l'angle  \p'  la  quan- 
tité 5o",  1  — o",2676  =  49,832/1,  ce  qui  donne  o*',oooo3789824 
pour  la  variation  diurne.  Dans  l'Introduction  de  ses  Tables,  il 
modifie  léoèrement  ce  dernier  nombre,  sans  indication  sur  ce 
changement,  et  il  prend  o'^ooooSySSgô/i-  La  valeur  de  yp\  telle 
qu'on  peut  la  déduire  des  données  rapportées  dans  l'Introduction, 
est  ainsi 

f=226°38T,/t88 -0^,00003788964 /, 

/  étant  compté  en  jours  moyens  à  partir  de  1700. 

C'est  par  cette  formule  que  nous  avons  calculé  la  valeur  de  cet 
angle  pour  le  i^'"  janvier  1800,  savoir  l'angle 

^0=225**]  5'2'',45. 

D'après  nos  calculs,  au  contraire,  le  mouvement  annuel  de 
f équinoxe  de  Jupiter  par  rapport  à  féquinoxe  terrestre  mobile  est 

o  ,1  +0  ,0710  =  00  ,1710, 

ce  qui  donne  le  mouvement  diurne  o°,oooo38  1  5576. 

Si  Ton  faisait  usage  de  ce  mouvement  diurne,  au  lieu  de  ce- 
lui que  donne  Damoiseau,  pour  obtenir  la  valeur  de  yp'  relative 
à  i85o,  on  trouverait  l'angle  un  peu  différent 

t//o==  2  25*'i  4'2  7",46. 

La  formule  deviendrait,  en  conséquence, 

>^' =  2  25"!  4'2  7",46  —  o°,oooo38 15576/, 
/  étant  ici  compté  à  partir  de  1 85o. 
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La  différence  des  deux  valeurs  de  Tangle  \p^  n  est  pas  suffisante 
pour  modifier  les  valeurs  des  constantes  A,  B  dans  les  chiffres 
que  l'on  a  conservés;  mais  les  valeurs  des  quantités  p'J,  q'J  chan- 
geraient un  peu,  et  par  suite  il  en  serait  de  même  pour  celles  des 
diverses  constantes  N  et  y,  quel  que  soit  celui  des  deux  modes  de 
calcul  que  l'on  adopte  pour  les  inégalités  sécidaires  des  inclinai- 
sons et  des  longitudes  des  nœuds. 

Quand  on  adopte  le  second  mode,  la  position  de  l'équateur  de 
Jupiter  par  rapport  au  plan  fixe  est  déterminée,  à  l'époque  ^  par 
les  formules 

w  sin  ;f/  =  2^  N"'  sin  [ht  +  y) , 

—  w  cos  ;f/  =  2J  N"'  cos  [ht  +  y) . 

Le  signe  2  devrait  s'étendre,  théoriquement,  à  la  fois  aux  cinq 
racines  b,  b^,  h.j,  63,  64  relatives  aux  orhites  des  satellites  et  au  plan 
de  l'équateur  de  Jupiter,  et  à  celles  qui  se  rapportent  aux  orbites 
des  diverses  planètes;  mais  en  procédant  comme  on  l'a  fait  dans 
la  première  partie  (p.  i33-i3G),  si  Ton  forme  les  équations 

fj)  sin  (;//  +  b^t)  =  N^'  sin  y^  +  N"  sin  [bi  +  y-  b^t)  +  •  .  . 

-  bi^Jdt^^  W  cos  [bt  +  y-  b,t) , 
(jô  cos  {\p  +  64/)  =  -  N4'  cos  74  -  N"  cos  [bi-\-y-  bj)  -  •  •  • 

-  b,  fdi 23 NW sin  (bt  +  y-  b,t) , 

qui  ne  sont  autres  que  les  équations  (72)  complétées,  on  recon- 
naît que  les  intégrales  contenues  dans  les  seconds  membres  reste- 
ront négligeables  pendant  plusieurs  siècles,  en  sorte  qu'il  suffira 
d'avoir  égard  aux  cinq  premières  racines. 
Il  vient  ainsi  les  deux  formules 

wsin;//  =//—  1  ",599  sin  [bit+yt)  —  3",  1  2  3  sin  [b^t+y^) 

—  2",9/i8  sin(63/+y3)+  1  io/i3",53sin  (64^+74), 
[71]   { 

œcosyp  =  //—  1  ",599  cos  (6i<+yi)  —  3",  i  2  3  cos  (62/ H- y..) 

—  2 ",9 48  cos  (63^+73)4- 1  I  o43",53  cos  (64/ +  ^4), 

Sav.  étrang.  t.  XXX.  —  N»  1 .  22 
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dans  lesquelles  il  faut  remarquer  que  l'angle  \p,  conune  chacun 
des  angles  y^,  y<^,  y^,  y^,  est  compté  à  partir  de  l'équinoxc  ter- 
restre de  1  85o. 

Pour  obtenir  Tinclinaison  w'  de  l'équateur  sur  l'orbite  actuelle, 
et  la  longitude  —  ^p'  de  son  nœud  descendant  sur  cette  orbite 
mesurée  aussi  à  partir  del'équinoxe  terrestre  de  i85o,  on  prendra 
les  formules 


t 


[7^] 


rjô'  sin  yp'  =  w  sin  yp  —  A 

000,20 


305,25 
t 


$   X. 

ÉQUATIONS  SÉCULAIRES  ET  INÉGAUITÉS  À  TRES  LONGUES  PÉRIODES 
DES  LONGITUDES  DES  SATELLITES. 


35.  Les  équations  séculaires  des  longitudes  et  leurs  inégalités 
à  très  longues  périodes  ont  été  exprimées  (i''^ partie,  p.  i/i8)  par 
la  formule  (XXXVII),  qui  se  rapporte  au  premier  satellite,  mais 
qui  peut,  par  des  échanges  convenables  d'éléments,  être  appliquée 
aussi  à  chacun  des  trois  autres.  Cette  formule  suppose  qu'on  a 
employé  pour  la  détermination  des  latitudes  le  premier  mode  de 
calcul;  le  second  mode  donnera  des  formules  un  peu  pkis  exactes, 
cpie  nous  examinerons  plus  loin. 

Si  l'on  considère  d'abord  les  termes  proportionnels  au  carré  du 
temps,  on  les  trouve  tous  insensibles,  même  pour  le  quatrième 
satellite,  ainsi  que  l'avait  reconnu  Laplace.  Les  coefficients  res- 
pectifs qu'on  o])tient  sont 

—  o",oooooo698, 

—  o",oooo  1  3/i  1  o, 

—  o",oooo  ]  9760, 

—  o",oooo/i77  1  9, 
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le  temps  étant  ici  exprimé  en  années  juliennes,  et  les  nombres 
relatifs  aux  trois  premiers  satellites  ayant  clé  modifiés  par  les 
termes  du  second  ordre  dus  à  faction  mutuelle  de  ces  satellites. 
Celui  de  ces  coefficients  qui  se  rapporte  au  quatrième  satellite 
est  assez  voisin  du  nombre  —  o",oooo/i37o  trouve  par  Laplace. 
Considérons  ensuite  les  inégalités  à  longues  périodes,  dépen- 
dantes des  arguments  hl+y-\-^^^\  h^ij^y^^-^\  _  ^  données,  pour 
le  preujier  satellite,  par  les  expressions 

-[/i[o]|:x+6(o)(i-pL)]w'S^sin(6/+)/+f)-^fxw'2Xsin(6f+y+f). 

On  en  tire,  pour  les  quatre  satellites,  les  résultats  suivants,  où 
l'on  a  eu  égard  encore  aux  termes  du  second  ordre  relativement 
aux  trois  premiers  : 


ARGUMENT. 

LOîsGITUDE  MOYENNE.  —  COEFFICIENT  DU  SINUS. 

l"  SATELLITE. 

a'    SATELLITE. 

3'    SATELLITE. 

A'     SATELLITE. 

M  +  7i+f 
M  +  7.,+  f 

—  37", 52  2 
'l    ,l52 

—  0  ,/4'i7 

-    10", 978 

-5  ,519 

0,475 

—  o",736 
—  10  ,3/1 5 

0    ,936 

1    ",671 

i3  ,67  a 

Ces  coefficients,  quand  on  les  exprime  en  secondes  de  temps, 
à  raison  des  divers  mouvements  synodiques,  reproduisent  à  peu 
près  les  nombres  obtenus  par  M.  Adams  dans  le  supplément  au 
Nautical  Almanac  pour  1881;  les  petites  différences  tiennent  à 
cette  circonstance  que  M.  Adams  a  dû  employer  pour  les  coeffi- 
cients N  les  valeurs  trouvées  par  Laplace. 

Les  inégalités  précédentes,  qui  sont  ducs  à  faplatissement  de 
Jupiter  et  à  faction  perturbatrice  du  Soleil,  sont  les  seules  que 
Laplace  ait  jugé  devoir  être  sensibles;  mais  il  n'est  pas  permis  de 
négliger  les  Inégalités  toutes  pareilles  qui  proviennent  des  actions 
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mutuelles  des  satellites,  et  dont  l'expression  est,  d'après  la  for- 
mule (XXXVII),  pour  l'action  du  second  satellite  sur  le  premier, 


j  -\-m 
Posons,  pour  abréger, 


na 


g(i). 


les  nouveaux  termes  à  considérer  dans  l'expression  de  ^e  seront 
les  suivants  : 


/^N-N'    • 


N-N"   • 


2(pi-f;L')(o,i)a)'2il^sin(6f+7-j-f)-2(fx-f;i'')(o,2)w'2^sin(è^+y+f) 

-  2  [fx-fi!")  (^)  w'2^"sin  {bf-hy+^f^') 

On  aura  pour  chacun  des  autres  satellites  des  expressions  sem- 
blables. 

Les  nouveaux  coefficients  (o,i),  (0,2),  (o,3)  et  les  coefficients 
analogues  relatifs  aux  autres  satellites  seront,  comme  les  moyens 
mouvements,  exprimés  en  degrés  et  rapportés  au  jour  moyen;  ils 
ont  alors  pour  logarithmes  les  nombres  du  tableau  suivant  : 

Tableau  LXIV. 


COEFFI- 
CIENTS. 

LOGAnrTIlMES. 

COEFFI- 
CIENTS. 

LOGARlTn.MES. 

COEFFI- 
CIENTS. 

LOGAniTH.MES. 

COEFFI- 
CIENTS. 

LOGiniTIlMES. 

(0,1) 

2,oio53 

(1-0) 

3,77091 

(^.0) 

4,56335 

(3,o) 

5,52092 

(0,2) 

3,485o2 

(1,2) 

2,28037 

(2,1) 

3,59832 

(3,0 

4,19613 

(o,3) 

4,24671 

(i>3) 

4,68229 

(2.3) 

3,37147 

(3,2) 

3,56735 

En  considérant  successivement  l'action  que  chaque  satellite 
éprouve  de  la  part  des  trois  autres,  et  ayant  toujours  égard  aux 
termes  du  second  ordre  relativement  aux  trois  premiers,  on  ob- 
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tient  les  inégalités  nouvelles,  dépendantes  des  mêmes  arguments 
que  les  précédentes: 


ARGUMENT. 

LONGITUDE  MOYENNE.  -  COEFFICIENT  DU  SINUS. 

l"  SATELLITE. 

2'    SATELLITE. 

3'     SATELLITE. 

A''    SATELLITE. 

V+yi  +  f 

Kt  +  7.  +  ^' 

l",68.'l 

-4,379 

0,767 

o",8i9 
—  0  ,167 
-6,632 

o",548 

1     ,931 
—  10    ,326 

// 
V',67. 
-16,818 

L'ensemble  de  ces  inégalités  et  des  précédentes  donne  le  ta- 
bleau suivant  : 

Tableau  LXV. 


ARGUMENT, 

LONGITUDE  MOYENNE.  —  COEFFICIENT  DU   SINUS. 

l"  SATELLITE. 

a°    SATELLITE. 

3°    SATELLITE. 

4°    SATELLITE. 

V  +  y,  +  ^' 

Kt  +  7-2+i' 
M  +  73+f 

-  35",838 

—  0  ,227 

0  ,3io 

—    10",  169 

-5  ,686 
—  6  ,i56 

-o",i88 
-  8  ,i  1  /( 
-9 '389. 

Il 
6",2./i'l 
-3,l/.6 

La  formule  (XXXVII)  a  été  bornée  aux  inégalités  qui  précèdent, 
en  raison  du  facteur  w'  qu'elles  contiennent;  mais  les  inégalités 
de  même  provenance  où  ce  facteur  est  remplacé  par  Tun  des 
coefficients  N,  N',  .  .  .  ,  et  qui  ont  été  négligées  a  priori,  suivant 
l'exemple  de  Laplace,  sont  encore  assez  sensibles.  On  trouve  pour 
celles-ci,  relativement  au  premier  satellite,  les  expressions 


NN, 


[LX] 


&  =  -(6(o)-4[o])2j!^sin(6(  +  y-6,(-y,) 


n 
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où  la  troisième  ligne  doit  être  accompagnée  de  deux  lignes  pa- 
reilles, se  rapportant  aux  actions  du  troisième  et  du  quatrième 
satellite.  En  appliquant  ces  formules  et  des  formides  analogues 
pour  les  trois  autres  satellites,  ayant  égard  aux  termes  du  second 
ordre  relativement  aux  trois  premiers,  et  négligeant  les  résultats 
trop  petits,  il  vient  les  nombres  suivants  : 

Tableau  LXVI. 


ARGUMENT. 

LONGITUDE  MOYENNE.  —  COEEFICIENT  DU  SINUS. 

1*'   SATELLITE. 

■j"    SATELLITE. 

5'    SATELLITE  . 

.'l"=    SATELLITE. 

/^'  + 7,-^-7,. 
V  +  7.>-''3«-7,. 

9",'i(i9 

1,522 

—  3,067 

3",923 
o,5Gi 
1,303 

i",GG4 
0,198 
'1,122 

Il 

II 

3',lG2 

On  o])tient  même  encore  quelques  termes  sensibles  en  consi- 
dérant dans  l'expression  demies  termes  du  second  degré  qui  dé- 
pendent des  excentricités  des  satelHtes,  et  que  nous  avons  rejetés 
a  priori  jusqu'ici.  Ces  termes  sont,  pour  le  premier  satellite ,  donnés 
par  la  Ibrmule 


[73] 


cle 
dt 


=  f  I  n51  +  3  (o)  -  2  [ol  -  ^  -^  naB?)  e'~]  J!Î-miB'l^ c'^ 


OÙ   les  termes  qui  contiennent  m'  doivent  être  accompagnés  de 
termes  tout  pareils  contenant  nt"  ou  m"'. 

En  y  remplaçant  les  quantités  e^,  ee'  cos  (^  —  tu') ,   .  .  .    par  les 
expressions 

c'  =  a^MMi  cos  [()i  +  ^-  (Ji(  -  ^i) , 

ee  cos  (tu  -ts')  =  :ï  (MM;  +  MiM')  cos  [gt  +  ^-g[t^^,) , 
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et  intégi\int,  on  trouve  dans  Se  de  nouvelles  inégalités  à  longues 
périodes,  dépendantes  des  six  arguments  différents 

gt  4-^  -g,l-^,.      (jt  +|3  -g,t-^„     gt  +^  -.^s^-ft, 
^i'+A-fy2^-ft,      (j,t+^,-(],l-^,.      r/,/+|3,-,fy3/-(33. 

Par  des  échanges  convenables  d'éléments,  on  obtiendra  des 
formules  analogues  poiu^  chacun  des  trois  autres  satellites. 

La  réduction  en  nombres  ne  donne  de  cocfficienLs  sensibles, 
pour  chacun  des  satellites,  que  relativement  au  dernier  de  ces  six 
arguments.  Il  vient  ainsi,  en  ayant  égard  aux  termes  du  second 
ordre  pour  les  trois  premiers  satellites,  les  inégalités  suivantes  : 

Tableau  LXMT. 


ARGUMENT. 

LONGITUDE  MOYENNE.  —  COEFFICIENT  DU  SLNUS. 

)"■    SATELLITE. 

q'  satellite. 

3'^  satellite. 

'i'  satellite. 

5.'+;2.-^3'-/33 

—    l",320 

o",46'i 

2  ",388 

-  2",886 

36.  Supposons  maintenant  qu'on  adopte  pour  les  latitudes  le 
second  mode  de  calcul,  et  déterminons  les  nouvelles  formules  par 
lesquelles  seront  représentées  les  inégalités  à  longues  périodes  des 
longitudes  moyennes. 

Relativement  au  premier  satellite,  reprenons  l'expression  de  'y- 

trouvée  dans  la  première  partie   (p.  i43-i4<)),  en  y  supprimant 
les  termes  qui  dépendent  des  excentricités;  elle  peut  s'écrire 


[74] 


t  =  {o.O[(p-/>?  +  (?-??] 
-3(0)  [(?-/>'?+ (7-9'?] 

1  qdp  -  pdq 

+  2  df ' 
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la  première  ligne  étant  censée  accompagnée  de  deux  lignes  pa- 
reilles, dues  aux  actions  des  satellites  m   et  m" . 

On  a 

^_p'=(N-N')sin(6f  +  }/)  +  (Ni-N;)sin(6if  +  ri)  +  ---  +  (N4-N;)sin(64/  +  74) 
7-7'=(N-N')cos(6^  +  >/)  +  (Ni-N;)cos(6i?  +  yi)+---+(N4-N;)cos(M  +  rO 
et,  par  suite, 

(/)-^7^+(r/-^')2=2(N-N')-^+22(N--N')(Ni-N;)cos(è/  +  7-6,/-7,)- 

Le  premier  terme  de  cette  expression  doit  être  négligé  ici, 
puisqu'il  est  constant;  dans  le  second,  le  signe  S  s'étend  à  toutes 
les  combinaisons  deux  à  deux  des  cinq  quantités  h,  b^,  60,  63,  64. 

On  a  pareillement 

/)  -  ^f  =  N  sin  (6^  +  7)  +  Ni  sin  (bj  +  y,)  H hNi  sin  {bj  +  yt,)  -  A/, 

7-^=Ncos(è/  +  y)+NiCOs(6i/  +  )/j)H [-K^os{bj -i-y,)-  B/, 

et  l'expression 

peut  se  réduire  à 

22NNi  cos  [bt  +  y-  bj  -  y,) , 

en  négligeant  les  termes  constants,  ainsi  que  les  termes  d'ordres 
supérieurs. 

On  a  aussi 

/.-//' =(N-N'")  sin  (6/  +  y)  +  ...  +  (N4-N.n  sin  (è^Z  +  n), 
7-r/'  =  (N-N'")cos(6z  +  )/)  +  -..  +  (N4-Nncos(M  +  r4), 

et  l'expression 

{i>-p'7+{9~fr 

peut  se  réduire  à 

2S  (N  -  rs")  (Ni-  N/')  cos  [bt  +  y  -  b,l  -  y,). 


THÉORIE  DES  SATELLITES  DE  JUPITER.  177 

De  même  enfin  l'expression 

^JlL^  ==  [Ncos(6/+y)  + . . .  +\cos {b,l-^y,)]  [M  cos  [bl+y)-^-  ■  •+\b,cos  {b,t-hy,)] 

4-  [Nsin(6^+y)H hN4sin(6,/+)/4)]  [N6sin(6/+y)  +  •  •  •  +  N,,è,  sln  {b,t+y,)] 

peut  se  réduire  à 

SNNi  [b  +  bi)  cos  [bi  +  y-b,i-  y,) . 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  [7 4]  et  intégrant,  on 
obtient ,  pour  l'ensemljle  des  inégalités  à  très  longues  périodes  du 
premier  satellite  qui  ne  proviennent  pas  des  excentricités,  la  for- 
mule unique 


[LXI] 


^£=2(o,i)S^"~"^^^^^^--"-'sin(6/-f-y-6i/-70 

4-/i[o]2^sin(6f  +  7-6,f-yO 

_6(o)2^ -^^ —^\r^[bt  +  y-b^t~y,) 


chacun  des  signes  2  s'étendant  à  toutes  les  combinaisons  deux  à 
deux  des  cinq  racines  6,    61,    62,   b^,   64. 

Les  formules  relatives  aux  trois  autres  satellites  se  déduisent  de 
celle-ci  par  de  simples  échanges  d'éléments,  et  dépendent  par  con- 
séquent des  mêmes  angles. 

Outre  les  six  arguments 

bt  +y  -b^l-y^,      bt  +  y-bj-y^,      bl  -\-y  -b^t-y^, 
^i^+ri-^2^-72,      h^l+y^-b^l-y^.      b4+y^-b^i-y^, 

déjà  rencontrés  dans  le  premier  mode  de  calcul,  on  trouve  les 
quatre  suivants  : 

bt  -i-y  -bij-yi,,      bj  +  y^-bj-y,,, 
Kt-\-y^—bi,t  —  y^,      b^t-\-y^  —  bj  -y,^, 
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pour  remplacer  les  quatre  angles 

bt-hy  +^\      b,t  +  y,  +  -^\ 

Les  termes  se  correspondent  donc  deux  à  deux  dans  les  deux 
calculs,  mais  ceux  qui  se  rapportent  aux  quatre  derniers  angles 
devront  avoir  des  signes  contraires,  parce  que  l'expression  bj-^-yn 
diffère  peu  de  i8o°  —  -^p'. 

Quant  aux  valeurs  numériques,  elles  devront  être  assez  voisines, 
car  celles  des  coefficients  N  et  des  quantités  b  diffèrent  assez  peu, 
et  Ton  peut  observer,  relativement  aux  termes  qui  dépendent  des 
quatre  derniers  ai^guments,  que  la  quantité  64  est  très  petite  à  côté 
des  quantités  6,  èi,  60,  63. 

La  réduction  en  nombres  donne,  eu  égard  aux  termes  du  second 
ordre,  les  résultats  suivants,  que  nous  groupons  en  deux  tableaux 
pour  faciliter  la  comparaison  avec  ceux  du  premier  calcul  : 

Tableau  LXV  his. 


ARGUMENT. 

LONGITUDE  MOYENNE.  —  COEFFICIENT  DU  SINUS. 

l*'  SATELLITE. 

2"    SVTELLITE. 

3'    SATELLITE. 

'1"    SVTELLITE. 

b,t  +  y-b,t-y, 

M  +  y^-V-n 
h^t-{-y-b,t-y,^ 

35",839 

rt 
-  o,/i36 

10  ",167 
5,682 

6,0  4^1 

0",204 

8,5o9 
9,284 

-6",i87 
3,2  '1 1 

Tableau  LXVI  bis. 


ARGUMENT. 

LONGITUDE  MOYENNE.  —  COEFFICIENT  DU  SINUS. 

1"    SATELLITE. 

2'=     SATELLITE. 

3'-    SATELLITE. 

4''    SATELLITE. 

b>t-\-y-(j,t-y., 
M  +  yj-M-y-i 

9"' ''59 

i,'i88 

-  3.536 

3",92  9 
o,55o 
i,5'i  1 

i",677 
0,196 
^1,072 

Il 

II 

3",i5o 
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On  voit  que  les  différences  entre  les  coefficients  donnés  par  les 
deux  modes  de  calcul  sont  encore  moins  grandes  qu'on  n'aurait  pu 
s'y  attendre. 


§  XI. 

RÉSUMÉ. 

37.  Nous  allons  rassembler  ici  toutes  les  inégalités  dont  les 
coefficients  ont  été  donnés  précédemment,  pour  la  longitude,  le 
rayon  vecteur  et  la  latitude  de  chacun  des  satellites. 

Relativement  aux  longitudes  et  aux  latitudes,  nous  placerons, 
quand  il  y  aura  lieu,  en  regard  de  nos  coefficients,  ceux  qu'a 
donnés  Damoiseau;  pour  obtenir  ceux-ci  avec  les  valeurs  défini- 
tivement adoptées,  nous  les  déduirons  des  formules  rapportées 
dans  ï Introduction  des  Tables,  comme  nous  avons  déjà  déduit  plus 
haut  (n"^  4  et  26)  ceux  de  ces  coefficients  qui  sont  relatifs  à 
Téquation  du  centre  et  à  la  partie  elliptique  de  la  latitude.  Da- 
moiseau n'a  pas  employé,  dans  ses  formules  finales,  tous  les 
termes  cpi'il  avait  considérés  dans  son  Mémoire  manuscrit;  il  nous 
arrivera  de  conserver  quelques-uns  des  arguments  qu'il  a  négligés 
ultérieurement,  et,  dans  ce  cas,  nous  mettrons  entre  parenthèses 
le  coefficient  emprunté  au  Mémoire  manuscrit;  c'est  ce  que  nous 
ferons  aussi  relativement  à  l'argument  de  la  variation,  lequel,  de- 
venant nul  à  l'époque  des  écfipses,  a  été  éliminé  des  formules  de 
Damoiseau,  et  relativement  à  l'argument  de  X équation  annuelle, 
dont  le  coefficient  a  été  réuni  à  d'autres  termes  dans  V Introduction. 

Dans  la  comparaison  faite  précédemment,  au  fur  et  à  mesure, 
entre  nos  résultats  partiels  et  les  nombres  correspondants  de  Da- 
moiseau, il  y  avait  presque  toujours  accord  satisfaisant,  ou  bien 
les  divergences  étaient  exphquées;  le  désaccord  sera  beaucoup 
plus  sensible  dans  les  formules  qui  vont  suivre,  à  cause  du  nombre 
considérable  des  inégalités  nouvelles  dont  nous  avons  tenu  compte. 

Piappelons   d'abord  les   expressions  que   nous   avons   adoptées 

23. 
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pour  les  longiiudes  moyennes,  comptées  à  partir  de  l'équlnoxe 
terrestre  variable,  ainsi  que  pour  l'angle  11,  les  quantités  </^+(3  et 
les  quantités  bl-\-  y,  ces  dernières  étant  celles  qui  résultent  du  se- 
cond mode  de  calcul  des  latitudes.  On  a 

/  =  1 48°/i/l'58",o56  +  2o3^488993385  ^ 
/'=    i4'*2o'5/i",o2/i+  10  1°,  37476206  3/, 
/"=    37«  8'36",276+    5o«,3  1  76.46/132 /, 
r=-i64''ii'  2",796  4-    2l^57ll0943^ 
=^340"   l'io",    26+      o'',o83i  29/io  ^ 

/  étant  le  nombre  de  jours  moyens  écoulés  depuis  l'époque  1  85o, 
janvier  0,0;  mais  nous  supposerons,  en  outre,  que  chacune  de  ces 
longitudes  moyennes  soit  augmentée  de  ses  grandes  inégalités. 

L'angle  H,  savoir  la  longitude,  en  1  85o,  du  périjove  de  l'orbite 
apparente  du  Soleil  autoui^  de  Jupiter,  comptée  à  partir  de  l'équi- 
noxe  terrestre  de  i85o,  a  pour  valeur 


n=i9i°54'58",4i 


On  a  ensuite 


et  enfin 


(//  +  |S  =o°,i492852  /+  234°28'  9",o3, 
^i/  +  ^i-o°,o436oi23/-[-2  35°58'io",i3, 
.''/2^+ft=o",oo723332i  M-209°28'38",07, 
5f3^  +  |33=o",ooi99886i  f+25i°37'  9",74, 

bt^y  =-o°,i/|io538/+  i55"37'2o", 
'''j^4-yi  =  — 0^03297376/+  i55°277|6",59, 
M  +  y-2=-o",oo6983/|/i7/  +  98«8'5",/|5, 
^3^  +  73= -o",ooi  8625372 /  +  39«48'56",76, 
/''4'  +  y4  =  +  o°,oooo359i  71  1  /  + 3i  4°46'i  6",56. 
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Dans  les  formules  relatives  aux  longitudes,  nous  conserverons, 
outre  les  termes  dont  le  coelTicient  est  sensil)le,  un  certain  nombre 
d'autres  termes,  de  coefficients  plus  petits,  que  l'on  devra  consi- 
dérer seulement  à  l'époque  des  éclipses  du  satellite  correspondant, 
parce  que  leurs  arguments  se  confondent,  à  cette  époque,  soit  avec 
celui  de  l'équation  du  centre,  soit  avec  celui  de  l'équation  an- 
nuelle; nous  conserverons  aussi  les  termes  de  la  première  espèce 
dans  les  expressions  des  rayons  vecteurs. 

Il  nous  arrivera  aussi ,  dans  les  formules  relatives  aux  longitudes 
et  aux  latitudes,  relativement  à  certains  arguments  considérés  dans 
V Introduction  des  Tables  éclipligues,  de  rapporter  les  coefficients 
correspondants,  bien  qu'ils  soient  au-dessous  des  limites  c[ue  nous 
adoptons. 

Il  vient  ainsi  les  formules  : 


Premier  satellite. 


Coefiicient  de  Damoiseau. 


+  8",796sin(/-^/-^) 

—  2",/i63  sin  (/— (/i<  —  (Sj) 
+  8",  1  Ix  5  sin  (  /  —  çj4  —  (Sg) 
+  r,582sin(/-(/,<-|33) 

+  1  2",357  sin  (/'  —  /) 
—  1 554", 709  sin  (2/'  — 2/) 
-5",644sin(3/'-3/) 

—  5",0  2  9  sin  (4/'—  kl) 

+  6',268sin(r-/) 
-5",3o5sin(2r-2/) 

'*'  Nombre  tiré  à\x  Mémoire  manuscrit;  celui  qu'on  déduirait  de  V Introduction  se- 
rait -f  i",i95. 


II 

II 

12" 

,938 

G" 

,007 

i4" 

,i3i 

-i636" 

,392 

-5" 

,337 

-5" 

,326(1) 

6" 

,293 

r  If 
—  0 

,3i  2 
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—  1  1    ,ooo  Slll 

4-  2  3",o4i  siii 
-j-  1  9",G89  sin 
-h  1  o",  1  7  9  sin 

+  2",2o6  sin 

—  o",oo3  sin 

—  o",0  2  3  sin 
H-  o",oo9  sin 

—  o  ,0  1  7  sin 

—  o",o58  sin 

—  o",0  2  5  sin 

—  o",  1  7  6  sin 

-\-^"Ji5ij  sin 

+  1  "488  sin 

+  35",839  ^'" 

—  3", 53 6  sin 

—  o",436  sin 

//   o 

—  I  ,02  0  sni 
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2Ï-l-CJ,l-^,) 

3i^-2/-n) 

2^1-g^t-^^) 


54", 592 
2  3",9o5 

(2",20  1) 


5r-2r-i6°38')     -o",235sin(5/'-2r-3/i",542) 

^1^  +  71  —  ^  —  72)  // 

^1^  +  71 -M- 73)  /•' 

^1^  +  71-^-74)  // 

M  +  72-^3^-73)  '/ 

^3^  +  73-^4^-74)  // 

^2<  +  ft-^3^-ft).  // 


r  =  a +  0,00000780 

—  0,000  1  288/i  cos  [l~  (jl  —  |S) 
-|-o,oooo3G/io  cos  [l—(jil  —  (S|) 

—  0,0001  i  8(35  cos  (/  — ^2'  —  ft) 

—  0,00006679  cos  [l  —  cj^l  —  1S3) 
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+  0,000 1  o/^46  ces  (/'  —  /) 

—  0,02283638  CCS  (2/'  —  2/) 

—  0,0001  0/176  co.s(3/'  —  3/) 

—  0,000072  i5  cos  [kl'  —  lil) 

+  0,00007295  cos  (/"  —  /) 

—  0,00009968  cos  (2/"—  2/) 

4-  0,000000 1  3  cos  (2^^-  l  —  <jf  —  ^) 

—  0,00000020  cos  (24^—  l  —  gil  —  ^i) 

—  0,00000084  cos  (24^—  l  —  g4~-  ^2) 

—  0,00000037  cos  (24^—  l—g^t—  ^3). 


!8c 


CoefTicient  de  Damoiseau. 


x= 

4",8o3sin 

[l-bl-y) 

// 

+  33",o35  sin 

{l~b,i-y,) 

3o",o52 

+  3",9i4sin 

{l-b4~y,) 

7",285 

—  i",39/t  sin 

[l-h^t-yo) 

(i",77o)(^ 

+ 1 

io37",5i     sin 

[l-h,J~y,) 

1  ic 

38",3/î 

—  1  ",52  4  sin 

(Ixl'-M-b.t 

-yi) 

(■ 

-  1  ,01  2) 

—  o",9  1  5  sin 

2S^-l-h,t~ 

n)- 

-o",909. 

On  se  rappelle  que  X  désigne  la  latitude  rapportée  au  plan  fixe, 
et  que,  pour  obtenir  la  lalilude  A  rapportée  au  plan  de  Torbite 
actuelle  de  Jupiter,  il  faut  y  ajouter  l'expression 

-o",i6i  sin  (/-8i"i9'2o")x3^^ 

(voir  plus  haut,  p.  1  66).  Même  observation  pour  les  autres  satellites. 

'"'  Le  désaccorfl  relatif  aux  signes  a  été  expliqué  ou  numéro  3u. 
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Second  satellite. 

Coefïicient  de  Danioi 

v'=     r 

— 

+  45",246sin(r-^,f-|3,) 

// 

+  79",68osm(/'-^,/-|S.J 

1  1 5",  i53 

+  /i2",593sin(/'-^3^-|23) 

5o",837 

-o",535sm(/-^t^-|3i) 

// 

-o",943sin(/  — ^fs^— (Sa) 

II 

—  o",5o/isin(/  — ^3/  -1S3) 

II 

+  /i8",578sin  (/"-/') 

52",9oi 

-3692",98ism(2r-2/') 

-3867",36i 

-2o",Zi98sm(3r-3r) 

-i9"'7^7 

-2  2",/i3/ism(/ir-/ir) 

-2^,753^ 

-i",5o5sin(5r-5/') 

—  1    ,000 

—  \',k^\  sin(6/"  — 6/') 

II 
—  1    ,172 

+  2  ,109  sin(/  —  /  j 

(2",  M  4) 

—  i",5  ]  2  siii  (2/'"—  /') 

(-.",5i3) 

+  6",6o9sin(2/'-/-^/-(S) 

// 

+  95",284sin(2/'-/-^i<-|Si) 

// 

—  1  20^,67  1  sin  (2/'  —  /  — ^2^~  ft) 

—  i79",5/l2 

-  62",966  sin  (2/' -l-y,t-  ^^) 

-8o",488 

—  o",524  sin  (3/'—  2l  —  (jJ—^i) 

// 

—  6",9/i7  sin  (3/'  —  2  /  —  (/s/  —  (S2) 

II 

-3",62  4sln(3/'-2/-^3^-|S3) 

II 

^''   Nombre  emprunté  au  Mémoire  manuscrit;  celui  qu'on  tirerait  de  ï Introduction 
serait  +  i5",723. 
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+  i",334sin(3r-2r-^,<-(32) 
+  o",695sm(3r-2r-r/3/-fS3) 

-36",6i7sm«-n)  (-36",482) 

-o",oo/|sm(-<+2r-n) 
-o",o32sm(3J^-2/'-n) 
-o",i29sin(2i^-/'-î/i^-(30 
_o",i6ism(24^-/'-î/.^-(3,)  -o",2  33 

-  o",o83  sin  (2  4^^  r  - 9,t  -  (S,)  -  «",099 

_  3",oo3  sin  (5r-2/'^  -  1 6°38')        -4",o  1  7sln(5r-2r-  3/,-,5/i2; 
-o",336sin(r-2r-i"3o') 

+  3",929  sin  (6if 4-ri  -^oJ  -72)  " 

+  o",55o  sin  [bj-^y,  -  ht  -  y,)  " 

+  io",i67sin(6,f  +  yi-M-y.)  /ii'\o70 
+  i",5/nsin(62f  +  72-V-r3)  " 

+  5",682sin(64  +  72-^4^-yi)  " 

+  6",o/i4  sin  (63^  +  73- M-rO  " 

Dans  cette  formule  et  dans  la  suivante,  Tangle  /  -  I'  et  ses  mul- 
tiples ont  été  ramenés  aux  multiples  de  Tangle  /  -  / ,  au  moyen 
de  la  relation 

/_r=,8o°-(2r-2r); 

pareillement  les  angles  2/"-  l\  4/"-  3/'  ont  été  ramenés  aux  angles 
respectifs  il'  —  U  3/  —2/. 

Sav.  étrang.  t.  XXX.  —  N'  l-  ..„„,., r 
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r'  =  a' +  0,000^0^76 

—  o,ooio55o7  CCS (/'  —  g^t  —  |Si) 

—  0,001  8582 4  CCS  (/'  — ^2^  — 1^2) 

—  0,00099338  cos  [!'  —  g^t  —  jSg) 

+  0,00000999  cos  [l  —  g^t  —  ^i) 
+  0,00001  760  cos  [l  —  g^t  —  jSo) 
+  0,000009^1  cos  (/  — ^3^  —  (Sg) 

+  0,00064702  cos  (f  -  /') 

—  0,0867  1  i65  cos  (2/"—  2/') 

—  0,0006 1 000  cos  (3/"  —  3/') 

—  0,000^3896  cos  (4/"  —  4.^') 

—  0,00006893  cos  (5/"  —  5/') 
+  0,00006921  cos  (6/"— 6/') 

+  0,0000^062  cos  (/'"  —  /') 

—  0,00004624  cos  (2/'"  —  2I') 

—  o,oooo44i  6  cos  (2/'  —  /—  g-^t  —  ^2) 
+  0,00002006  cos  (3/'  —  2/  — ^1/  —  |3i) 

—  0,0001 4649  cos  {^l'  —  ^l  —  g^l  —  ^2) 

—  0,00007648  cos  (3/'  —  2I  —  gst  —  ^3) 

+  0,00001098  cos(3f  —  2/'  — </2^  —  ^2) 
+  0,00000674  cos  (3/"—^  2Ï  —  g^t—  ^i) 

—  o,ooooo3oo  cos  (94^—  i'  —  91^—  (^1) 

—  0,00000376  cos  (24^—  /'  — </2^  —  ft) 

—  0,000001  93  cos  (2"Ç— /'  — 73/  —  ft). 
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Coefllciciit  (le  Damoiseau. 

A'=      i689",882sin(r-6,/-7i)  i6^"Ah<^ 

+  io2",264sin(/'  — 62^  —  72)  i07",ooi 

+  10",  71  1  sin(/'-63^-}/3)  2o",9o5 

+  i098o",/ii  s'm  [l'  —  bij  —  y/;,)  loi^So^o-j-] 

H-3",573sin(3r-2/-6,(-yi)  (i",i<^7) 

—  o",372  sin(24^— /'  — 61/  — yi)  —  u",  1  8A 

—  2^,817  sm(2  4^— /'  — 64/  — 74)  —  2",8o2 

+  2",  121  [sin(2/'— 64?— }/4— 5^2^— f32)+sln(64^+74— ^of— ft)]      // 

Troisième  satellite. 
V   =  / 

—  i",936  sin  (/"  — ^1?  —  jSi)  // 

+  462",88osm(r-^2<-|32)  5A3",282 

H-2/ii",9o5  siii  [l"  —  g^t—  jSg)  1  37",oo6 

+  o",32  4sin  (2/"—  2^2^—  21S2)  o",464 

H-o",339sin  (2/"  —  2^3if  —  2|33)  // 

—  o",38/i  siiî  (T  — ^0?— 1S2)  // 

—  0",2  0  1    Sill  (/'  —  </3^—  (Sg)  // 

—  228", 473  sin  (/'  —  /")  —  261  ",795 
— /\\oSl\.sin(2l' —  2I")  —  3",732 

—  2",o97  sin  (3/' —  3/")  —  2",o95 
-o",2  86sin(/ir-4r)                               -o",243 

2/i. 
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+  iA",62osm(r-r) 
—  49",  7  1  o  sin  (2 r  —  2 /") 
-3",5o3sm(3r-3r) 

—  o",8 1  Ix  sin  (4r  —  k^') 
-o",258sin(5r-5r) 

—  o",  773  sin  (24^—  2  /") 

+  o",557sin(2r-3/"  +  /') 

+  i5",8i6sin(2/'-/-^i^-|Si) 
+  2  3",6o2  sin  (2/'  —  l  —  g^t  —  ^2) 
+  12 ",06 2  sin  (2/'—  l~g^t—  jSg) 

+  2",oi  2  sin  (3/"—  2/'  —  g^t  —  ^2) 
+  i",o53  sin  (3/"—  2I'  —  g^t  —  ^^) 

—  o", 9  7  8  sin  (2  r  —  l"  —  g^t  —  ^2 ) 
+  1  ",6 39  sin  (2 r  —  l"  —  ^gf  —  ^3) 
+  1  ",  5  2  7  sin  (3 r  —  2  r  —  </3f  —  1S3) 

—  o", 5 2  o  sin  (4 r  —  3 / "  —  ^3^  —  (Sg) 

-/i8'U70sin(i^-n) 

—  o",  1  3o  sin  (34^—  2/"  — II) 

—  o",oi8  sin  (— -(^  2/"  — n) 

+  o",oo9  sin  (2 4^—  r  —  g^t  —  ^y) 

—  1  ",5 7 6  sin  (24^—  r  —  g2t  —  ft ) 

—  o",797  sin  (2^^-  l"  - g^l  -  ^,) 

+  o",oo4  sin  (—  2 4^+3/"  — ^2^— ft) 
+  o",oo2  sin(— 2  4^+3/"  — ^af—jSa) 


i/i",62 1 
-49",8A3 

—  3",5o/i 
-o",8i4 

—  o",2  58 

[-o",773) 


2  7",56o 

1  2   ,42D 


48",2  9/i 


-i",874 
—  o",8o2 
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-4"4i6sln(5r-2r-i6"38')       _5",9o8sln(5r-2r-3A»,542) 
-o",475sin(r-2r-i''3o') 
+  i",677  sin(6i^  +  yi-M  -72) 
+  o",  196  sin  (61/  +yi  -  M- 73) 
+  o",2o/isin(6if  +  ri-^4^-74) 
+  A",o72sin(62«  +  y2-M-r3) 

+  8",5o9  sin  (62^  +  72  -  ki  -y*)  »  ^"'^^^ 

+  9",284  sin  (63^  +  73-^-74) 

+  2",388  sin  {g4  +  ^-2-g^t-M'  " 


II 
II 
II 
II 
II 


Dans  cette  formule  et  dans  la  suivante ,  l'angle  /  -  T  a  été  rem- 
placé par  .  80»  +  3;'  -  3r,  et  l'angle  2  ('  -  l  par  ,  80"  +  .  /  -  /• 

r"  =  a"  + 0,0000  i4i  1 

+  0,00007  1 86  cos  (f  —  git—  (3i) 

—  0,0 1  7  2  2 3 7 7  ces  (/"  —  Sf2^  —  ft) 

—  0,00900202  cos  (l"  —  g^t—  ^z) 

—  0,00001602  008(2/"— 25f2<— 2(22) 

—  o,ooooi3 16  005(2/"- 2(/3^-  2(33) 

+  0,00001  2  36  cos  (/'  —  </2^  —  ft) 

+  0,00894521  cos  (/'-/') 
+  0,00023728005(2/'-  2/") 

—  0,00003708  cos  (3/'—  3/") 
+  0,00002081  cos  (4/' -4/') 

+  0,00033963  cos  [l'"  -  /") 

—  0,00202666005(2/'"-  2/') 
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—  0,0001  7938  cos 

—  0,0000/172  1  cos 

—  0,0000 1616  cos 

—  0,0000^187  cos 

—  0,00001  1  68  cos 
+  0,0000  1  936  cos 

+  0,00001 1 44  cos 

+  0,00007601  cos 
+  0,00003974  cos 

+  o,ooooi43 1  cos 
+  o,oooo4468  cos 

—  0,00002264  cos 

+  o,oooooo32  cos 

—  o,oooo5853  cos 

—  0,00002968  cos 


3r-3r) 
4r-4r) 

51'" -51") 

21' - 1  ~  (J,t  ~  ^,) 

'dl"-2l'-  g^l-^^) 

d,i"-~2r-g,t-^,) 

21'"  -  l"  -  (J^t  -  ^^) 

3r'-2l"-g,t-^,) 

4r-3f-^3^-ft) 

2Jl-l"~g,t-§,) 
2^~l"-g,t-^,). 


\ 


y=   —  57^,437  siii  (r—6j/—)/i) 

+  644",  1  7  3  sin  ( f  —  b4  —  72) 

+  97",32 8  sin  (/"  -  b^t - y^) 
+  io749",68  s'in  {l"  —  bj  —  yn) 

~  o",368  sin  (2.JÇ-  i'-b^t-y^) 
-  6^,389  sin  (2-^—  /"  -  b„t  ~ 74) 


Coefficient  de  Damoiseau. 

—  57",839 

652",783 

1 1  i",54i 

1 0746",  1 2  5 

—  o",2  1  1 

—  6",35o 
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+  i2'',o6o[sin(2r-M-r.-^2'-i32)+sin(M+r4-5f2'-(32)] 

+  o",  7  2  3  [slii  (2  /"-  b,i  -y^-gé  -  (S-J+sin  (ht+y.-g.t-  ^,)]. 
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i/i",34o 

// 

Il      '> 
o  ,9()o. 


Quatrième  satellite. 

v"'=  l'" 

-59",o63sin(r-5f2^-|S2) 

+  2995",688sm(r-^3/-(33) 
+  i3",592sin(2r-2^3^-(33) 

+  i",682  8ln(r-r) 

-9",i89sm(r-r) 

-r,57ism(2r-2r) 

-o",953sm(3r-3r) 

-/i",2o8sm  (23^-2/'") 

-o",9i6sin(2r-3r  +  n 

+  ,",(588sln(2r-/"-c/2f-^2) 
-2",535sm(2r-r-^3^-(33) 
+  o",966sln(3r-2/"-(/3f-|S3 

_ii5",oi2sin(^^-n) 

-o",70osm(3^C-2^"'-n) 

(')  Damoiseau  donne,  en  outre,  le  terme  +o",o86  sin  (3r  -  3^3). 
('>  Damoiseau  donne,  de  plus,  les  ternies 

—  o",2  92  sin  (  /(/"  —  M  ) . 

—  o",io7  sin  [51"  —  5i  ), 

pour  lesquels  nous  trouvons  aussi  les  mêmes  roeffîcienis. 


Coenicient  de  Damoiseau. 
—  7  1  ",61  5 

3o  1.0", 288 
i3",729(" 

i",683 

-9",i72 
—  4",572 

-o",954(') 

(-/i",2o8) 


// 

// 

II 
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-o",ioisin{-^+2r-n) 

+  o",io7sm(-2.^+3r-^3/-^3) 
+  o",46o  sin  (24^-  l"'-g.,i-^^) 

-  2  2",52 7  sin  (24^—  r  —  g^t  —  (Sg) 

-  io",42  5sln(5r-2r-i6°38') 
-i",i22sin(r-2r-i«3o') 

+  3",  i5o  sin  (62/ +  72  — M  — 73) 

—  6",  187  sin(62<  +  y2  — ^4^  — 74) 
4- 3", 2 Al  sin(63?+73  — 64^  —  74) 

—  2",886  sin  (5r2^+ 122  —  5(3^—133). 


o",5/i7 
—  2  2  , 2  1 4 

1  3^95osin(5^-2r-34^542) 


-  i4",947 


I 


r  =a  +0,00071400 

-1-0,00386292  cos  [l'"  —  g2t  —  ^2) 

—  0,19603269  ces  (r  —  (/3/  —  |S3) 

—  0,0007  ^  2^7  ^^^  {2I'"  —  ^(jz,t—  2^^) 

H- 0,0002  2  782  ces  (/'  —  T) 

-1-0,00298368  cos  [l"  —  l'") 
-f- 0,00064290  cos  (2/"— 2/'") 
-h  0,0001  2780  cos  (3/'—  3/'") 

—  o,ooo4oo66  cos  (24^—  2/'") 

—  0,000 11720  cos  (2  r  —  l"  —  g^t  —  jSj) 

—  0,00002669  cos  (—24^3/'"—  (/g/  —  jSg) 

-1-0,00002982  cos  (2-'^—  T  — </2^  —  jSj) 

—  0,00147669  cos  (24^—  t  —  g^t  —  ft). 
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tioedicieiil  de  Damoiseau. 


X'"  =       —  ]  ",  5  /i  6  sin 

—  1  2  5",2()7  sin 

-f-  8i  1  ",/i  1  4  si» 

+  9596  ",/io    sin 

—  1",  1  45  sin 
—  1  3", 6 9 4  sin 

-  i  ",  3  7  Ix  [sin  (12  /'"—  b^t—yi,— g^ 

-  ()",9()9  [sin  (2  /"  —  Kt—y^—yz 
-f5",89i[sin(2r-63/-73-5f3 

6  9  ",  6  6  7  [si  n  (  2  /'"-  64 1  -  74-  5(3 


r-61^-7,) 
r-b,l~y,) 

/'"-M -73) 


—  i",576 

—  I  45",35o 

8/17",  12  64 

9  43  8",  2  55 

-u",G34 
—  i3",6o7 


-^^)+^\n[b^l+y,-(j4~^^)] 
--|S3)+sin(62/+r2-f/3'-ft)]  // 

-|S3)+sin  (63^+^3-73/ -183)]  6",535 

(33)+sin(è4/+y/-i/3^-ft)].  69",332, 


Sav.  f-tkang.  I.  XXX.—  N°  I. 


ERRATA. 


Fautes  à  corriger  dans  le  Mémoire  intitulé  :  «  Théorie  analytique 

DES  mouvements  DES  SATELLITES  DE  JuPITER,»  INSERE  AU  TOME  XLV 
DES  MeMOIBS  OF  THE  RoYAL  AsTRONOMICAL  SoCIETY  (MÉMOIRE  DONT 
LE   TRAVAIL   CI-DESSUS   CONSTITUE   LA   SECONDE   PARTIE). 

•i  3 

Page  22 ,  liffne  12 ,  au  lieu  de  :  —,  lire  :  —  • 

21  21 

20,  14,  «£i  lieu  de  :  3n2  —  «'—  a',  lire  :  '5n  —  2ii'—  a  . 

29,  7,  au  lieu  de  :  e  sin  (/'  —  -55"),  lire  :  e  sin  (T  —  tff). 

2  ,.       ,       ^«     ,.        ^rt 

00,  1,  ait  lieu  de  :  —  •,  lire  :  —  • 

fx  a 

3i,  6,aulieude:  e  sin  (2/  — /  — -sr'), //re  ;  e  sin  (2/' — /  — -zrr). 

33,  10,  au  lieu  de:  |  i,o|,  lire:  [o,i|. 

35,  I,  au  lieu  de:  |  i,o|,  /«>*  :  |o,i|. 

37,  i5,  au  lieu  de:  5. 9611,  lire:  5.9631. 

37,  19,  au  lieu  de  :  7.1484,  lire  :  6.1484. 

37,  26,  au  lieu  de  :  6.6469,  lire  :  6.9165. 

4o,  20,  au  lieu  de:  Sa,  lire:  Sr. 

42 ,  3  et  4 ,  «tt  ^'t'ft  de  :  ct—U.  —  'a,  lire  :  et  +/—  Il  —  W. 

61,  14,  au  lieu  de  :  (îTo),  lire:  (o^T). 

73,  18,  au  lieu  de:  o.o565,  lire:  1.8932. 

78,  12 ,  ««  lieu  de  :  (C) ,  lire  :  (D'). 

79,  i3,  au  lieu  de:  (A')  et  (F'),  lire:  (A'),  (E')  et  (F'). 
81,  28,  «a  lieu  de  :  n"  7,  lire  :  n°  6. 

86,  20,  au  lieu  de  :  0,000017,  —  0,000008,  lire  :  0,000008,  —  0,000017. 

,      dAs     ,.         i  dAs 
86,  27,  au  lieu  de  :  —r-i  lire:  -  -7— • 

'  dl  II    dt 
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Page  86, 

96, 
97' 
99' 

n3, 

i36, 
i37' 
143, 

i48, 
60, 
63, 
79' 

79' 

79' 
85, 

87, 
88, 

88, 

III, 
112, 
■  '.3, 
144, 
i48, 


ERRATA. 

ligne  27,  au  lieu  de  :  «A'^',  lire  :  —  oA'-'. 

f/Ae     ,.        1  dAe 

11,  au  lieu  de  :  —r-  ■>   lire  :  -  -——  • 

dt  n    dt 

a-  3    a* 

17,  au  lieu  de  :  —  5   lire  :  -  — -  • 

22,  au  lieu  de:  5/'+ 3/',  lire:  5/'  —3/". 

12,  au  lieu  de:  2/",  /?re  ;  2/  —2/  et  /'— /. 
i3,  au  lieu  de:  (i^  -\-[i,2],  lire:  (£3) +  [1.2 

18,  «w  lieu  de:  ~  3  Ml  r,  /«Ve  ;  -  3  ^  B^ 


19,  au  lieu  de  : 


V«' 


,  lire  : 


i'  \/(t' 


7)1  y/a  m'sja!' 

18,  «a  lieu  de  :  6\  //re  ;  6^. 
10,  au  lieu  de  :  wh^  -\-  B,  lire  :  (t)h,^-{-  A. 

22 ,  au  lieu  de  :  -  [o]e-,  lire  :  -  f(o,i)  +  (o)  -|-  [o])e^ 

6 ,  au  lieu  de  :  --2  [fx  —  fx'),  lire  :  —  2  (p.  —  (x')  co'. 

8,  supprimer  le  signe  — . 

2,  après  ces  mots  :  l'angle  2/,  ajouter  :  et  contenant  .1. 

4,  mettre  le  signe  —  devant  l'expression  (F]'). 

6,  supprimer  le  signe  — . 

8,  le  coefficient  de A'   doit  être  c  +  c  À'  -j-  c"X". 

2 

24,  après  ces  mots  :  tous  les  termes  dépendants  des  excentricités 
des  satellites,  ajouter  :  autres  que  ceux  des  formules  (25),  (26), 
(28),  (3o) et (32). 

23,  )  1 

le  coefficient  de  B  doit  être  -  (-5A(^)  +  4A,(^)  +  2A,(-^)). 

10,  le  coefficient  de  B  doit  être  -,  —   (1  i«A'-)4-7rtA,'-'4-2«A,'-M. 
j  6    |u  ^'      '     ^        -    ^ 


formule  (XXV),    j 


le  coefficient  de  sin  (/  —  /')  doit  être  doublé. 


formule  (XXVI), 
ligne  iG,   \ 

22,    >  observer  que  le  diviseur  fx  désigne  ici  la  quantité  1  +  "*• 
^3, 


ERUATA.  ^'^"^ 


Page  i44,  ligne  20, 

145,  11 > 

^^^'  ^^'   1   au  lieu  Je:  Ae,  /(><' :  <Je. 

146,  10, 

147,  21, 
i48,  3, 


0^ser.,.,.on.  La  convention,  fc-mnlée  ci-dessusà  la  «e  ^3        n    1«  'l  «^  P 
algébriquement  le.  inéga.il»  des  longitndcs  n.oycnnes  des  -"="-■  "t™^  ^^^^  ^ 
faL  dan,  la  première  pa,-Ue  de  ce  travail.  Ans,, ,  dans  es  pages  ''^-^'^^^ 
a  eu  é.-aKl  aux  variations  de  (  en  même  temps  qn a  celles  de  a:  les  l""'"'" J^"™ 

::d:mes  „nt  d^ ...  .0,^..  en  ^^^-.-irn"  crctdrstrnrcr 
2;:i::^;rd:s'::a:r:i^::^r;^"-"-  -^-- — 

des  excentricités  et  des  longitudes  des  perijoves. 
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